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1. Kuvvet metodu 
 

Bu dosyadaki çalışmalarımız pratikte geçerli kabuller ile yapılmıştır. Kiri ş veya çubuklarda 
yalnız moment etkisi kabul edilmiş, esneme ve diğer etkenler dikkate alınmamıştır.  
Konuyu daha iyi anlamak için, bir çok literatürde hiperstatik sistemlerin hesabında kullanılması 
için verilen formüllerin nasıl bulunduğunu anlatarak temel örneklerden başladık. 
 

1.1. Bir tarafı sabit, di ğer tarafı hareketli yataklanmış, ortadan tek yük etkisindeki kiri ş 

A
L/2

L

Q

L/2

B

 
Şekil 1,Sistem ve zorlamaları 

 
Bilinenler:  Şekil 1 ile verilen sistem ve 
zorlamaları. 
 
Arananlar: Bütün kesit değerleri. MA, Mmü, 
Mma, AV, BV, wm, αA, αB .    
 

Çözüm: 

A h

MA

Q

BVVA

 
Şekil 1-01, Sistemin SCD 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin 
belirlenmesi 
Bilinmeyenlerin sayısı: MA, Ah, AV ve Bv ⇒4 
Bilinmeyenleri bulmak için bilinen denge 
denklemlerinin sayısı       ⇒3 

n = 4 – 3 = 1 
Sistemimiz 1. dereceden hiperstatik sistemdir. 

 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 1-02 ve Şekil 1-03 ile gösterilmektedir. 
 

DN

 

−
Kapama çizgisi

+

 

Şekil 1-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 1-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

TS+BB

1X
A B

Q

 
Şekil 1-04, Statik belirli temel sistemimiz 

Şekil 1-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik 
belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 1-
04 ile gösterilmektedir. 
 

Şimdi Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel 
Yükleme Durumunu VYD çizebiliriz. 

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1X = 1 TS de X1

M0(Q)
QL/4

δ10

δ11
0w (Q)

1M (X =1)1

(X =1)w 11

−1

+

TS de Q

−

Q

 

Şekil 1-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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a) δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
M 0

L

0
110 ⋅⋅=δ ∫   

 

1M1 −=   ;  
4

QL
M0 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

4

1
0110 ⋅⋅⋅=δ  =

4

1 ( )1−⋅
4

QL⋅
EJ

L⋅  

EJ16

QL2

10 ⋅
−=δ  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
M 1

L

0
111 ⋅⋅=δ ∫   

 

1M1 −=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

3

1
1111 ⋅⋅⋅=δ  =

3

1 ( )1−⋅ ( )1−⋅
EJ

L⋅  

EJ3

L
11 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre MA = X1  

0X 11101 =δ⋅+δ=δ        
11

10
1A XM

δ
δ−==  








⋅













−−==

L

EJ3

EJ16

QL
XM

2

1A  
16

QL3
MA

⋅=  

 

Sistemdeki büyüklükler: 
 

+

−
3QL−
16

−
32

3QL

4
QL

QSCD:

M(Q):
L/2 L/2

−
16

3QL

V(Q):

+

−

w(Q):

32
5QL

16
11Q

5Q
16

11Q
16

−
5Q
16

Kapama çizgisi

wm
α B

α A= 0

WP

LWP LWP

 
Şekil 1-06, Kirişte moment, kuvvet ve sehim 

 

162

QL3

2

M
M A

mü ⋅
⋅==  

32

QL3
Mmü

⋅=  

Demek ki kiriş ortasındaki alt kısmının momenti: 

16

QL3

4

QL
Mma

⋅−=  
32

QL5
Mma =  
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Sistemdeki yatak kuvvetleri: 

LB
2

L
QM VA ⋅−⋅=   LB

2

L
Q

16

QL3
V ⋅−⋅=−    Buradan B yatağının dik kuvveti bulunur. 

16

Q3

2

Q
BV +=  ⇒ 

16

Q11
BV

⋅=  

 

Denge denklemi:  0FV =Σ    0AQB VV =+−  Buradan A yatağının dik kuvveti bulunur. 
 

16

Q11
QAV −=  ⇒ 

16

Q5
AV

⋅=  

Kiri ş ortasındaki sehim "wm" 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+
−

3QL−
16

4
L

QTS de Q :

M(Q):
L/2 L/2

M(F=1):

32
5QL

F
−

+

= 1

−

TS de F :
−

A
BD

wm

QL
4

X 1

C

E

A B

E

A B A B

D

 
Şekil 1-07, Kiriş ortasındaki sehim "wm" için HHD ve VYD 

1. Versiyon için kiriş ortasındaki sehim "wm" formülünü yazalım: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw DB0

2/Lx

0x
DB1

AD0
2/Lx

0x
AD1m ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M AD1 =  ; 

16

QL3
M ADL0 −=  ; 

32

QL5
M ADR0 =  ; 

4

L
M DB1 =  ; 

32

QL5
M DB0 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←   
M L

RM  İntegral boyu  "L/2" dir. 

1.Terim  ( )
EJ2

L
M2MM

6

1
ADR0ADL0AD1 ⋅+⋅⋅  =

6

1

4

L⋅ 






 ⋅+−⋅
32

QL5
2

16

QL3

EJ2

L⋅  

EJ384

QL3

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←    İntegral boyu  "L/2" dir. 

2.Terim    
EJ2

L
MM

3

1
DB0DB1 ⋅⋅⋅  =

3

1

4

L⋅  
32

QL5⋅
EJ2

L
 

EJ768

QL5 3

⋅
=  

 

Bu değerler formüle yerleştirilip w m nin değeri hesaplanır. 

EJ768

QL5

EJ384

QL
w

33

m ⋅
+

⋅
=  ⇒ 

EJ768

QL7
w

3

m ⋅
=  

2. Versiyon için kiriş ortasındaki sehim "wm" formülünü yazalım: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1m ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =  ; 

16

QL3
M01 −=  ; 

4

QL
M02 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1.Terim   

EJ

L
MM

4

1
011 ⋅⋅⋅  =

4

1

4

L⋅  






−⋅
16

QL3
 

EJ

L⋅  

EJ256

QL3 3

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2.Terim   

EJ

L
MM

3

1
021 ⋅⋅⋅  =

3

1

4

L⋅
4

QL⋅
EJ

L⋅  

EJ48

QL3

⋅
−=  

 

Bu değerler formüle yerleştirilip w m nin değeri hesaplanır. 
 

EJ768

QL16

EJ768

QL9

EJ48

QL

EJ256

QL3
w

3333

m ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=  

EJ768

QL7
w

3

m ⋅
=  

 

Yataklardaki eğim açıs:  
 

A yatağındaki eğim açısı  αA = 0 ve B yatağındaki eğim açısı αB : 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+
−

3QL−
16

1/2

QTS de Q :

M(Q):
L/2 L/2

M (M=1):

32
5QL

−

+

= 1

−

TS de M :−

A
BD

QL
4

X 1

C

E

A B

E

A B B

D

M 1

1

1

BαA

Aα = 0

1

F

 

Şekil 1-08, Yataklardaki eğim açısı için HHD ve VYD 
 

1. Versiyon için B yatağındaki eğim açısı αB formülünü yazalım: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M DB0

2/Lx

0x
DB1

AD0
2/Lx

0x
AD1B ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫

=

=

=

=
  

 

2

1
M AD1 =  ; 

16

QL3
M ADL0 −=  ; 

32

QL5
M ADR0 =  ; 

32

QL5
M DB0 =  ; 

2

1
M DBL1 =  ; 1M DBR1 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←  
M L

RM  İntegral boyu  "L/2" dir. 

1.Terim ( )
EJ2

L
M2MM

6

1
ADR0ADL0AD1 ⋅+⋅⋅  =

6

1

2

1⋅ 






 ⋅+−⋅
32

QL5
2

16

QL3

EJ2

L⋅  

EJ192

QL3 2

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←  LM MR  İntegral boyu  "L/2" dir. 

2.Terim ( )
EJ2
L

MMM
6
1

DBR1DBL1DB0 ⋅+⋅⋅  =
6

1

32

QL5⋅ 






 +⋅ 1
2

1

EJ2

L⋅  

EJ192

QL5 2

⋅
=  

 

EJ192

QL5

EJ192

QL 22

B ⋅
+

⋅
=α  ⇒ 

EJ32

QL2

B ⋅
=α  
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2. Versiyon için B yatağındaki eğim açısı αB formülünü yazalım: 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1B ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫

=

=

=

=
  

 

1M1 =   ;  
16

QL3
M01 −=   ;  

32

QL5
M02 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1.Terim   

EJ

L
MM

6

1
011 ⋅⋅⋅  =

6

1
1⋅  







−⋅
16

QL3

EJ

L⋅  

EJ32

QL2

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2.Terim   

EJ

L
MM

3

1
021 ⋅⋅⋅  =

3

1
1⋅

32

QL5⋅
EJ

L⋅  

EJ96

QL5 2

⋅
=  

 

Bu değerler formülde yerleştirilip w m nin değeri hesaplanır. 

EJ96

QL5

EJ32

QL 22

B ⋅
+

⋅
−=α  ⇒ 

EJ32

QL2

B ⋅
=α  
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1.2. İki tarafı sabit yataklanmış, tek yük etkisindeki kiri ş 

Q

L/2 L/2z, w

xBA

 

Şekil 2, Sistem ve zorlamaları 

 
Bilinenler:  Şekil 2 ile verilen sistem ve 

zorlaması. 
 
Arananlar:  Bilinmeyen Büyüklükler X1 ve X2 

nin değerleri ile MA, MB, AV, BV, wm, αA, αB . 

 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 

Av Bv

Ah

MA BM

Bh

Q

 

Şekil 2-01, Sistemin SCD 

Bilinmeyenler: MA, Ah, AV, MB, Bh, ve Bv ⇒ 6 
Simetriden ötürü Ah = Bh = 0 ve MA = MB, ⇒ 4 
Bilinmeyenleri bulmak için bilinen denge 
denklemlerinin sayısı        ⇒3 
n = 4 – 3 = 1   Sistemimiz 1. dereceden 
hiperstatik sistemdir. 

 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 2-02 ve Şekil 2-03 ile gösterilmektedir. 
 

DN DN

 

+
− −

 

Şekil 2-02, Sistemin niteliksel deformasyonu Şekil 2-03, Sistemin niteliksel momenti 
 

1X A B
X2

3X
Q

 
Şekil 2-04, Statik belirli temel sistemimiz 

Şekil 1-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik 
belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 1-
04 ile gösterilmektedir. 
 

Şimdi Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel 
Yükleme Durumunu VYD çizebiliriz. 

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1X = 1 TS  de  X  + X1

M0(Q)
QL/4

δ10
0w (Q)

1M (X =1)1−1

+

TS de Q

−

2

−1−
M2

20δ

2(X  = 1)
21δ12 δ

w

δδ 2211
(X =1)1w 1

(X  =1)2

2

X = 12

Q

 

Şekil 2-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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a) δ10 , δ20 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
M 0

x

x
12010

n

0

⋅⋅=δ=δ ∫   

 

1M1 −=   ;  
4

QL
M1 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

4

1
012010 ⋅⋅⋅=δ=δ  =

4

1 ( )1−⋅
4

QL⋅
EJ

L⋅  

EJ16

QL2

2010 ⋅
−=δ=δ  

 

b) δ11 , δ22 deformasyon değerinin hesabı:  

 dx
EJ

M
M 1

x

x
12211

n

0

⋅⋅=δ=δ ∫   

 

1M1 −=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

3

1
112211 ⋅⋅⋅=δ=δ  =

3

1 ( )1−⋅ ( )1−⋅
EJ

L⋅  

EJ3

L
2211 ⋅

=δ=δ  

 

c) δ11 , δ22 deformasyon değerinin hesabı:  

 dx
EJ

1
MM 2

x

x
12112

n

0

⋅⋅⋅=δ=δ ∫  F 1 

 

1M1 −=   ;  1M2 −=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
212112 ⋅⋅⋅=δ=δ  =

6

1 ( )1−⋅  ( )1−⋅
EJ

L⋅  

EJ6

L
2112 ⋅

=δ=δ  

 

MA = MA = X1 = X3 Moment değerleri: 
0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  

0XX 222211102 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  
 

 − 
EJ16

QL2

⋅
 + 1X

EJ3

L ⋅
⋅

 + 2X
EJ6

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
2  x ⋅  

 
+ 
− EJ16

QL2

⋅
 

− 
+ 1X

EJ6

L ⋅
⋅

 
− 
+ 2X

EJ3

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
  x  

 − 
16

QL
 + 1X

2

1 ⋅  − 0  ⇒ 
8

QL
X1 =  

 

BA21 MMXX ===  ⇒ 
8

QL
MM BA ==  

 

Yatak kuvvetleri: 
 

Simetriden dolayı yatak kuvvetleri aynı büyüklüktedir. ⇒ 
2

Q
BA VV ==  
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Momentler: 
 

Simetriden dolayı maksimum moment kirişin ortasındadır. Kapama çizgisinin ortasında toplam 
moment Mm = QL/4 değerinde olup, A ve B bağlantılarında MA = MB =QL/8 kadardır. 
Kiri ş ortasındaki moment: 
 

8

QL

4

QL
Mm −=  ⇒ 

8

QL
MM maxm ==  

 

Sehim: 
 

Aynı şekilde simetriden dolayı maksimum sehim kiriş ortasındadır. 
Virtüel Yükleme durumunda kirişin ortasında birim kuvveti F = 1 in etkilediğini varsayalım.  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de

M 0 (q) 1M (   =1)

TS  de  Q

QL/4

−

F−

−F
+

−F

+L/4

wm

L

Q

QL/8

 

Şekil 2-06, Sehim için sistemimizin HHD ve VYD 
 

Kiri ş ortasındaki sehim wm şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1m ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

8

QL
M01 −=   ;  

4

QL
M02 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  
EJ

L
MM

2

1
011 ⋅⋅⋅  =

2

1

4

L⋅ 






−⋅
8

QL

EJ

L⋅  

EJ64

QL3
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim  
EJ

L
MM

3

1
021 ⋅⋅⋅  =

3

1

4

L⋅
4

QL⋅
EJ

L⋅  

EJ48

QL3
=  

 

Bu değerler sehim formülüne yerleştirilip değeri hesaplanır. 

EJ48

QL

EJ64

QL
w

33

m +−=  ⇒ 
EJ192

QL
w

3

m ⋅
=  

 
Yataklarının eğim açıları 
 
A ve B yataklarındaki eğim açısı sıfırdır  αA= 0 ; αB= 0. 
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1.3. Bir tarafı sabit, di ğer tarafı hareketli yataklanmış, sabit yayılı yük etkisindeki kiriş 
 

Lz, w

x

BA

q

 
Şekil 3, Sistem ve zorlamaları 

 
Bilinenler:   
Şekil 3 ile verilen sistem ve zorlamaları. 
 
Arananlar:   
Bütün kesit büyüklükleri: 

MA, MB, AV, BV, wm, αA, αB . 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 

Av Bv

Ah

MA

q

 

Şekil 3-01, Sistemin SCD 

Bilinmeyenler: MA, Ah, AV, ve Bv  ⇒  4 
Bilinmeyenleri bulmak için bilinen denge 
denklemlerinin sayısı       ⇒  3 
 

n = 4 – 3 = 1 
 

Sistemimiz 1. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 3-02 ve Şekil 3-03 ile gösterilmektedir. 
 

DN DN

 

+
− −

 
Şekil 3-02, Sistemin niteliksel eğilme 

deformasyonu 
Şekil 3-03, Sistemin niteliksel moment dağılımı 

 

1X
A

q

B
 

Şekil 3-04, Statik belirli temel sistemimiz 

Şekil 3-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik 
belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 3-
04 ile gösterilmektedir. 
 

Şimdi Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel 
Yükleme Durumunu VYD çizebiliriz. 

 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1X = 1 TS  de X1

M0 (q)
qL /8

δ10

δ11
0w (q)

1M (X =1)1

(X =1)w 11

−1

+

TS  de  q

−

q

2

 

Şekil 3-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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a) δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
M 0

x

x
110

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M1 −=   ;  
8

qL
M

2

0 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

3

1
0110 ⋅⋅⋅=δ  =

3

1 ( )
8

qL
1

2
⋅−⋅

EJ

L⋅  

EJ24

qL3

⋅
=  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
M 1

x

x
111

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M1 −=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

3

1
1111 ⋅⋅⋅=δ  =

3

1 ( ) ( )11 −⋅−⋅
EJ

L⋅  

EJ3

L

⋅
=  

 

Uyumluluk Şartına göre MA = X1  

0X 111101 =δ⋅+δ=δ              
11

10
1A XM

δ
δ−==  








⋅













−−==

L

EJ3

EJ24

qL
XM

3

1A  
8

qL
M

2

A =  

 

Sistemdeki büyüklükler: 
 

+
−

−

SCD:

M(q):
L/2 L/2

−
8

qL

V(q):

+

−

w(q):Kapama çizgisi

wm
α B

α A= 0

WP

LWP LWP

q
2

−
8

2qL
qL2

8

qL2

16

16
qL2

3qL
8

5qL
8

−

5qL−
8

Mmax
128

29qL=

8
3qL

 

Şekil 3-06, Kirişte moment, kuvvet ve sehim 
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Sistemdeki yatak kuvvetleri: 
 

L

q

A
qL

L/2V

B
MA

 
Şekil 3-07, Yatak kuvvetleri 

0MB =Σ  

0M
2

L
qLLA AV =−⋅−⋅  

8

qL

2

qL
LA

22

V +=⋅  

          8

qL5
AV

⋅=  

 

0FV =Σ    0BqLA VV =+−     
8

qL5
qLBV

⋅−=          8

qL3
BV

⋅=  

Sistemdeki momentler: 
 

Temel durumlardan bilindiği üzere kapama çizgisinin ortasındaki moment MGm = qL2/8 kadardır. 
Kapama çizgisinin ortası ile kiriş arasındaki moment üçgenlerinin benzerliğinden MA/2 = qL2/16 
kadardır. Buradan kirişin ortasındaki moment hesaplanır: 
 

16

qL

8

qL
M

22

m −=  ⇒ 
16

qL
M

2

m =  

 

Dayanak aralığındaki maksimum moment Mmax  çapraz kuvvetin sıfır olduğu yerdedir. 
 

V(q):

+

−
3qL

8

5qL
8

−

L−x x

L

 
Şekil 3-08, Çapraz kuvvetin sıfır olduğu yer 

 

( ) x8

qL3

xL8

qL5

⋅
=

−⋅
 

 

( )xL3x5 −⋅=⋅  
 

L
8

3
x ⋅=         L375,0x ⋅=  

 

 

x

q

qx

x/2
M max

8
3qL

 
Şekil 3-09, max. Moment 

2

x
qxx

8

qL3
Mmax ⋅−⋅=    x=3L/8 

 










⋅
−⋅=







 −⋅=
82

qL3

8

qL3

8

L3

2

qx

8

qL3
xMmax  

 

16

qL3

8

L3
Mmax ⋅=    

2
max qL

128

9
M ⋅=  

 

Kiri şin ortasımdaki sehim " wm ": 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1 TS  de  F

M0 (q) 1M (F =1)

TS  de  q

+

q

−
qL
8

2

2qL
8

+

−

− −

L
4

mw

−

 

Şekil 3-10, Sistemimizde sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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Virtüel Yükleme durumunda kiriş ortasında, yani sehimin hesaplanacağı yerde ve yönde, birim 
kuvvet F=1 kabul edelim ve sehimi hesaplayalım. 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1m ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

8

qL
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   011 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
4

1













−⋅⋅

8

qL

4

L 2

EJ

L⋅  

EJ128

qL4

⋅
−=  

 
İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
12

5

8

qL

4

L 2
⋅⋅

EJ

L⋅  

EJ384

qL5 4

⋅
=  

 

Bu değerleri sehim formülünde yerleştirirsek " wm" değerini buluruz: 
 

EJ384

qL5

EJ128

qL
w

44

m +−=  ⇒ 
EJ192

qL
w

4

m ⋅
=  

 

Yataklarda eğim açısı: 
 

A yatağının eğim açısı sıfırdır, αA= 0.  
 

B yatağının eğim açısını hesaplamak için Virtüel Yükleme durumunda B yatağında eğim açısının 
yönünde birim momenti M = 1 kabul edilir ve "αB" hesaplanır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M = 1

TS  de  M

M0 (q) 1M (M =1)

TS  de  q

+

q

−
qL
8

2

2qL
8

+

−

Bα

+1
+1/2

 

Şekil 3-11, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1B ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫

=

=

=

=
  

 

1M1 =   ;  
8

qL
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   011 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
6

1













−⋅⋅

8

qL
1

2

EJ

L⋅  

EJ48

qL3

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   021 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
3

1

8

qL
1

2
⋅⋅

EJ

L⋅  

EJ24

qL4

⋅
=  

 

Bu değerleri eğim açısı formülünde yerleştirirsek " αB" değerini buluruz: 
 

EJ24

qL

EJ48

qL 33

B +−=α  ⇒ 
EJ48

qL3

B ⋅
=α  
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1.4. İki tarafı sabit yataklanmış, sabit yayılı yük etkisindeki kiriş 

A

L

q

B

 

Şekil 4, İki tarafı sabit kiriş 

 
Bilinenler:  Şekil 4 ile verilen sistem ve 

zorlamaları. 
 
Arananlar: Bütün kesit değerleri.  

MA, MB, Mm, Mmax, AV, BV, wm, αA, αB .    

 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 

Av Bv

Ah
MA Bh

q
BM

 

Şekil 4-01, Sistemin SCD 

Bilinmeyenler: MA, Ah, AV, ve Bv  ⇒  4 
Bilinmeyenleri bulmak için bilinen denge 
denklemlerinin sayısı       ⇒  3 
 

n = 4 – 3 = 1 
 

Sistemimiz 1. dereceden hiperstatik sistemdir. 

 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 4-02 ve Şekil 4-03 ile gösterilmektedir. 
 

WP WP

 

+
− −

 
Şekil 4-02, Sistemin niteliksel eğilme 

deformasyonu 
Şekil 4-03, Sistemin niteliksel moment dağılımı 

 

1X A B
X2

3X

q

 
Şekil 4-04, Statik belirli temel sistemimiz 

Şekil 4-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik 
belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 4-
04 ile gösterilmektedir. 
 

Şimdi Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel 
Yükleme Durumunu VYD çizebiliriz. 

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1X = 1 TS  de  X  + X1

M0 (q)
qL /8

δ10
0w (q)

1M (X =1)1−1

+

TS  de  q

−

q

2

2

−1−
M2

20δ

2(X  = 1)
21δ12 δ

w

δδ 2211
(X =1)1w 1

(X  =1)2

2

X = 12

 

Şekil 4-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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Simetriden dolayı δ10 = δ20 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 =⋅⋅⋅=δ=δ ∫
=

=

Lx

0x
012010 dx

EJ

1
MM   

 

1M1 −=   ;  
8

qL
M

2

0 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

012010 MM
3

1 ⋅⋅=δ=δ
EJ

L⋅  =
3

1 ( )1−⋅
8

qL2
⋅

EJ

L⋅  

EJ24

qL3

2010 ⋅
−=δ=δ  

 

δ11 = δ22 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 =⋅⋅⋅=δ=δ ∫
=

=

Lx

0x
112211 dx

EJ

1
MM   

 

1M1 −=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

112211 MM
3

1 ⋅⋅=δ=δ
EJ

L⋅  =
3

1 ( )1−⋅ ( )1−⋅
EJ

L⋅  

EJ3

L
2211 ⋅

=δ=δ  

 

δ12 = δ21 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 =⋅⋅⋅=δ=δ ∫
=

=

Lx

0x
212112 dx

EJ

1
MM   

 

1M1 −=   ;  1M2 −=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

212112 MM
6

1 ⋅⋅=δ=δ
EJ

L⋅  =
6

1 ( )1−⋅ ( )1−⋅
EJ

L⋅  

EJ6

L
2112 ⋅

=δ=δ  

 

Momentler MA = MA = X1 = X3 
0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ   0XX 222211102 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 

 − 
EJ24

qL3

⋅
 + 1X

EJ3

L ⋅
⋅

 + 2X
EJ6

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
2  x  

 
+ 
− EJ24

qL3

⋅
 

− 
+ 1X

EJ6

L ⋅
⋅

 
− 
+ 2X

EJ3

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
  x  

 − 
24

qL2
 + 1X

2

1 ⋅  − 0  ⇒ 
12

qL
X

2

1 =  
 

BA21 MMXX ===  ⇒ 
12

qL
MM

2

BA ==  

 

Simetriden dolayı maksimum moment kirişin ortasındadır. Kapama çizgisinin ortasında toplam 
moment Mm = qL2/8 değerinde olup, A ve B bağlantılarında MA = MB = −qL2/16 kadardır. 
Kiri ş ortasındaki moment: 

12

qL

8

qL
M

22

m −=  ⇒ 
24

qL
MM

2

maxm ==  
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Yatak kuvvetleri AV = BV: 
 

Simetriden dolayı yatak kuvvetleri bir birine eşittir. ⇒ 
2

qL
BA VV ==  

Sehim: 
 

Simetriden dolayı maksimum sehim kirişin ortasındadır. Virtüel Yükleme durumunda kiriş 
ortasında, yani sehimin hesaplanacağı yerde ve yönde,  birim kuvvet F=1 kabul edelim ve sehimi 
hesaplayalım. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de  F

M0 (q) 1M (   =1)

TS  de  q q

qL /82

qL /122−

F−

−F
+

−

+L/4

wm

L

 

Şekil 4-06, Sistemimizde sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Kiri şin ortasındaki maksimum sehimi hesaplayalım: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1m ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

8

qL
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   011 MM
2

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
2

1













−⋅⋅

8

qL

4

L 2

EJ

L⋅  

EJ64

qL4

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim  021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
12

5

8

qL

4

L 2
⋅⋅

EJ

L⋅  

EJ384

qL5 4

⋅
=  

 

Bu değerleri formüle yerleştirip sehimi hesaplayalım: 
 

EJ384

qL5

EJ64

qL
w

44

m +−=  ⇒ 
EJ384

qL
w

4

m ⋅
=  

 
Yataklarının eğim açıları 
 

A ve B yataklarının eğim açısı sıfırdır: αA= 0 ; αB= 0. 
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1.5. Orta yatak sabit, iki uç yataklar hareketli ve sabit yayılı yük etkisindeki kiri ş 

L L

A B C

q

A' B'

 

Şekil 5, Sistem ve zorlaması 

Bilinenler:  Şekil 5 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 
Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
MB, MA', MB', Mmax, AV, BV, CV, wA', wB', αA, αB .    

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
q

Ah

Av vB vC
 

Şekil 5-01, Sistemin SCD 

Bilinmeyenler: MB, Ah, AV, ve Bv=Cv ⇒ 4 
Bilinmeyenleri bulmak için bilinen denge 
denklemlerinin sayısı       ⇒ 3 
 

n = 4 – 3 = 1 
 

Sistemimiz 1. dereceden hiperstatik sistemdir. 
Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 5-02 ve Şekil 5-03 ile gösterilmektedir. 

DN

 

−
+

−
+

 

Şekil 5-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 5-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

L L

A B C
A' B'

q

1X1X

 
Şekil 4-04, Statik belirli temel sistemimiz 

Şekil 5-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik 
belirli sistem Temel Sistemimizdir Şekil 5-04 ile 
gördüğümüz g.bi hareketsiz B yatağına bir 
mafsal koyalım. 
Şimdi Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel 
Yükleme Durumunu VYD çizebiliriz. 

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS de X1

M0 (q)
qL /8

0w (q)

1M (X =1)1+1

TS  de  q

2

δ11

(X =1)1w 1

A B C
A' B'

q

1X 1X

10δ

20δ = 0

++ qL /82

 

Şekil 5-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

δ10 deformasyon değerinin hesabı:  

 dx
EJ

M
M 0

x

x
110

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M1 =   ;  
8

qL
M

2

0 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

0110 MM
3

1 ⋅⋅=δ
EJ

L⋅  =
3

1

8

qL
1

2
⋅⋅

EJ

L⋅  

EJ24

qL3

⋅
=  

δ11 deformasyon değerinin hesabı:  

 dx
EJ

M
M 1

x

x
111

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M1 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1111 MM
3

1 ⋅⋅=δ
EJ

L⋅  =
3

1
11⋅⋅

EJ

L⋅  

EJ3

L

⋅
=  

 

Uyumluluk Şartına göre MB = X1  

0X 111101 =δ⋅+δ=δ              
11

10
1B XM

δ
δ−==  








⋅













−==

L

EJ3

EJ24

qL
XM

3

1B  
8

qL
M

2

B −=  

Sistemdeki büyüklükler: 

+
−

−

SCD:

M(q):

L L

V(q):
+

−

w(q):
Kapama çizgisi

wm αC

α B= 0

DN

LDN

−
8

2qL

qL2

8

qL2

16

16
qL2

3qL
8

Mmax

8
3qL

q

3qL
8

10qL
8

+
−

5qL
8

3qL
8

DN

DNL

wmαA

5qL
8

 
Şekil 5-06, Kirişte moment, kuvvet ve sehim 

 

Yatak kuvvetleri:  
 

Yatak kuvvetleri AV ve CV 
 

L

q

C
qL

L/2 V

MB

 
Şekil 5-07, Yatak kuvvetleri 

LC
2

qL

8

qL
M V

22

B ⋅+−=−=  

8

qL

2

qL
CV −=      

8

qL3
CV

⋅=  

 

          
8

qL3
AV

⋅=  

 

Yatak kuvveti BV 
 

0FV =Σ    0qL2CBA VVV =−++    
8

qL6
qL2BV

⋅−=      
8

qL10
BV

⋅=  
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Momentler:  
 

A' ve B' noktalarında, kirişler ortasındaki toplam moment Mtop = MB = qL2/8 ve bu momentin 
kirişler ortasındaki değeri MB/2 dir: 

2

M
MM B

Bm −=  ⇒ 
16

qL
M

2

m =  

 

Maksimum moment çapraz kuvvetin sıfır olduğu yer olduğundan bu yeri bulalım: 
 

V(q):

+

−
3qL
8

10qL
8

−

L−x x

L

 
Şekil 5-08, Maksimum momentin yeri 

 

( ) x8

qL3

xL8

qL5

⋅
=

−⋅
 

 

( )xL3x5 −⋅=⋅  
 

375,0x =          L
8

3
x ⋅=  

 

 

x

q

qx

x/2
M max

8
3qL

 
Şekil 5-09, Maksimum moment 








 ⋅−⋅=⋅−⋅= x
2

q

8

qL3
x

2

x
qxx

8

qL3
Mmax  

 








 ⋅−⋅==
8

L3

2

q

8

qL3

8

L3
Mmax  

 

16

qL3

8

L3
Mmax ⋅=  

0703,0Mmax =      2
max qL

128

9
M ⋅=  

 

Dikkat: Hatırlayacağınıza göre problemimiz simetriden dolayı :  
1.3. Bir tarafı sabit, diğer tarafı hareketli yataklanmış, sabit yayılı yük etkisindeki kiriş 

 probleminin aynıdır. Buraya kadar bu benzerliği göstermek için hesapları yaptık ve 
gördük. Bunun içinde diğer değerleri hesaplamadan doğrudan yazabiliriz. Hesaplasakta 
zaten değerler aşağıda kabul edilen değerlerin aynısı çıkacaktır. 

 

Sehim wA' = wB' = wm ⇒ 
EJ768

QL7
www

3

m'B'A ⋅
⋅===  

 

Yataklarda eğim açısı "αB = 0", A ve C yataklarında ⇒ 
EJ48

qL3

CA ⋅
=α=α  
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1.6. Orta yatak sabit, iki uç yatak hareketli ve değişik yayılı yük etkisindeki kiri ş 
 

Bilinenler:  Şekil 6 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri. MB, AV, BV, CV, Mmax, MA', MB', wA', wB', αA, αB, αC .  
 

 

Şekil 6, Sistem ve zorlaması 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Burada A veya C dayanağını kaldırırsak statik belirli bir sistem elde ederiz. Böylece problemimiz 
bir tarafı portafolu basit bir kiriş olur. Fakat A veya C dayanağının zorlanması yinede belirsiz kalır. 
Bu zorlanma denge deklemleri ile belirlenemez. Serbest Cisim Diyagramını (SCD) çizelim. Genel 
bilgilerimize göre normal olarak düzlemdeki statik belirli bir sitemde değerler mekaniğin üç denge 
deklemi ile bulunur. Bu deklemleri Şekil 6 ile verilmiş olan kirişe uygulayalım.  

M  = 0B /

ql

q2

A

SCD:

A  = 0h

V CV

M   = 0C

B  = 0h

C  = 0h

BV

M  = 0A
 

Şekil 6-01, Sistemin SCD 
1. Denge Denklemi : 
 

Yatay kuvvetlerin toplamı sıfırdır: 
 

0Fh =∑  Burada etkileyen yatay kuvvet olmadığından kolayca  0CBA hhh ===  bulunur. 
 

2. Denge Denklemi : 
 

C de momentlerin toplamı sıfırdır: 
 

0MC =∑   0
2

Lq
LB

2

Lq3
L2A

2
2

V

2
1

V =+−+⋅−      V
21

V A2
2

Lq

2

Lq3
B −+=  

 

3. Denge Denklemi : 
 

Dikey kuvvetlerin toplamı sıfırdır: 
 

0FV =∑     0CLqBLqA V2V1V =−+−+−   ⇒ 
 

       LqA2
2

Lq

2

Lq3
LqAC 2V

21
1VV +







 −+−+−=  

  LqA2
2

Lq

2

Lq3
LqAC 2V

21
1VV ++−−+−=   ⇒   V

21
1V A

2

Lq

2

Lq
LqC ++−=  

 

Görüldüğü gibi AV  hala bilinmemektedir ve sistemimiz hala tek dereceli Hiperstatik sistemdir. 
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Sistem statik belirli bir sisteme dönüştürülmesi 
 

Şekil 6-01 ile Hiperstatik bir sistemde hesabı yapabilmek için, sistemi statik belirli sistem haline 
getirmek gerek. Bunun için B yatağını oynak yatak kabul edelim. Böylece Şekil 6-04 ile görülen 
statik belirli Temel Sistem oluşur. 

 

 

 

 

Şekil 6-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 6-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

 

Şekil 6-04, Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şekil 6-02 ile verilmiş olan Sistemdeki sehim eğrilerini çizersek, Şekil 5-05 ile görülen w0 = w(q) 
sehim eğrilerinin "B" yatağındaki "büklüm  δ10"  ü görülür. Büklüm ile statik denge sağlanamaz ve 
teknik yönden büklümü kabul etmemiz imkansızdır. Bu büklümü elemine etmemiz için, kabul 
edilebilecek bir büyüklüğü düşünmemiz gerekir. Bu büyüklük kuvvet metoduna ve bizim burda 
aldığımız örneğe göre bir momenttir ve bunu "X 1"  olarak tanımlayalım. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

 

Şekil 6-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 ∫∫ ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=δ dx
EJ

1
MMdx

EJ

1
MM

21 q012q01110   
 

Şekil 6-05 den   

8

Lq
M

2
1

q0 1

⋅=    

8

Lq
M

2
2

q0 2

⋅=    1MM 1211 −==  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1.Terim    
1q011 MM

3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
3

1 ( )
8

Lq
1

2
1 ⋅⋅−⋅

EJ

L⋅  

EJ24

Lq 3
1

⋅
⋅−=  

 
İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2.Terim    
2q012 MM

3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
3

1 ( )
8

Lq
1

2
2 ⋅⋅−⋅

EJ

L⋅  

EJ24

Lq 3
2

⋅
⋅−=  

 

Terim.2Terim.110 +=δ
EJ24

Lq

EJ24

Lq 3
2

3
1

⋅
⋅−

⋅
⋅−=  ⇒ 

EJ24

L)qq( 3
21

10 ⋅
⋅+−=δ  

 

δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 ∫∫ ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=δ dx
EJ

1
MMdx

EJ

1
MM 1212111111   

 

1MM 1211 −==  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1.Terim     1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
3

1 ( ) ( )11 −⋅−⋅
EJ

L⋅  

EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2.Terim     1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
3

1 ( ) ( )11 −⋅−⋅
EJ

L⋅  

EJ3

L

⋅
=  

 

Terim.2Terim.110 +=δ
EJ3

L

EJ3

L

⋅
+

⋅
=  ⇒ 

EJ3

L2
11 ⋅

⋅=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre moment MB = X1  

0X 111101 =δ⋅+δ=δ              
11

10
1B XM

δ
δ−==  








⋅














⋅
⋅+==

L2

EJ3

EJ24

L)qq(
XM

3
21

1B  )qq(
16

L
M 21

2

B +=  

 

A ve C yatağı sistemin hareketli uç yatakları olduğundan momentleri sıfırdır. MA = MC = 0 . 
 

Yatak kuvvetleri:  
 

B yatağındaki momenti bilince sistemimizi Şekil 6-06 ile gördüğümüz gibi düşünebiliriz. 
 

 

 

Şekil 6-06, Sistemin yeni şekli Şekil 6-07, Sistemin sol tarafı 
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Şekil 6-07 ile A yatağının dik kuvvetini hesaplayabiliriz. 
 

2/LqLAM 2
1VB ⋅+⋅−=         2/LqMLA 2

1BV ⋅+−=⋅  
 

2

Lq

16

Lq

16

Lq

2

Lq

16

L)qq(
LA

2
1

2
2

2
1

2
1

2
21

V
⋅+⋅−⋅−=⋅+⋅+−=⋅  )qq7(

16

L
A 21V −⋅=  

 

C yatağının dik kuvvetini hesaplamak için Şekil 6-06 ile gösterilen sistemin yeni şeklinde sistemin 
sağ tarafını ele alır ve hesabımızı yaparız, bkz Şekil 6-08 
 

2/LqLCM 2
2VB ⋅+⋅−=  

 

2/LqMLC 2
2BV ⋅+−=⋅  

 

2

Lq

16

L)qq(
LC

2
2

2
21

V
⋅+⋅+−=⋅  

 

2

Lq

16

Lq

16

Lq
LC

2
2

2
2

2
1

V
⋅+⋅−⋅−=⋅  

 

  

Şekil 6-08, Sistemin sağ tarafı  
)qq7(

16

L
C 12V −⋅=  

 

İki uç yatağın kuvveti bilinince B yatağının kuvveti kolayca hesaplanır. 
 

∑ = 0FV    0CLqBLqA v2v1v =−⋅+−⋅+−  

v21vv CLqLqAB −⋅+⋅+−= ⋅−⋅−⋅+⋅+−⋅−= )qq7(
16

L
LqLq)qq7(

16

L
122121  

122121v q
16

L
q7

16

L
q16

16

L
q16

16

L
q

16

L
q7

16

L
B +−+++−=  

 

( )222111v q7q16qqq16q7
16

L
B −++++−=  ( )21v qq

8

L5
B +⋅=  

 

Maksimum moment Mmax  
 

Yataklar arasındaki maksimum moment çapraz kuvvetin sıfır olduğu yerdedir. Önce çapraz 
kuvvetin sıfır olduğu yerleri bulalım. Şekil 6-09 ve Bv formülünden görüldüğü gibi 8/Lq5B 1vL = , 

8/Lq5B 2vR =  büyüklüğündedir. İsterseniz hesaplayabilirsiniz, aynı sonuç çıkar. 

 
Şekil 6-09, Maksimum momentin yeri 

 

( )
)qq(10

qq7

L)qq(516

8qq7L

B

A

xaL

xa

21

21

21

21

vL

v

+
−=

⋅+⋅⋅
⋅−⋅==

−
           L

qq17

qq7
xa

12

21 ⋅
−

−=  

 

Böylece analog xc değeride bulunur ve maksimum moment kolayca hesaplanır. 
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MA' ve MB' momentleri: 
 

++

M BL /2

A
M BL M BR

M A'

M B'

M BR

B
C

/2

q
  L

 /8
2

2

q 
 L

 /8
1

2
 

Şekil 6-10, MA' ve MB' momentleri 
 

MA' noktasında moment: 
162

Lq

8

Lq
M

2
1

2
1

'A ⋅
−=  

32

Lq3
M

2
1

'A =  

 

MB' noktasında moment: 
162

Lq

8

Lq
M

2
2

2
2

'B ⋅
−=   

32

Lq3
M

2
2

'B =  

 

A' ve B' noktalarında sehim: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

(q  )0M 1

TS  de  q

A

A' −(F =1)

TS  de  F
−

q .L−
16
q .L21

B

q1

1

8

2

F = 1

+
4
L

wm

M1

−

 

Şekil 6-11, AB Orta noktasında, A' noktasındaki sehim 
 

AB kiri şinde sehim wmAB  şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x

1
01

Lx

0x

1mAB ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫
=

=

=

=

  

 

4

L
M1 =   ;  

16

Lq
M

2
1

01 −=   ;  
8

Lq
M

2
1

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L
 =

EJ

L

16

Lq

4

L

4

1 2
1 ⋅








−⋅⋅  

EJ256

Lq 4
1

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ3

L

⋅
 =

EJ

L

8

Lq

4

L

12

5 2
1 ⋅⋅⋅  

EJ384

Lq5 4
1

⋅
=  

 

EJ768

Lq10

EJ768

Lq3

EJ384

Lq5

EJ256

Lq
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4
1

4
1

4
1

4
1

mAB ⋅
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⋅
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⋅
+

⋅
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EJ768

Lq7
w

4
1

mAB ⋅
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Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

(q  )0M 2

2

16
q .L−

2

TS  de  q

B

−
+

B' −(F =1)

TS  de  F
−

2q  .L
8

2

C

q2
F = 1

+
4
L

wm

M1

−

 

Şekil 6-12, BC Orta noktasında, B' noktasındaki sehim 
 

BC kirişinde sehim wmBC  şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x

1
01

Lx

0x

1mBC ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫
=

=

=

=

  

 

4

L
M1 =   ;  

16

Lq
M

2
2

01 −=   ;  
8

Lq
M

2
2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L
 =

EJ

L

16

Lq

4

L

4

1 2
2 ⋅








−⋅⋅  

EJ256

Lq 4
2

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ3

L

⋅
 =

EJ

L

8

Lq

4

L

12

5 2
2 ⋅⋅⋅  

EJ384

Lq5 4
2

⋅
=  

 

EJ768

Lq10

EJ768

Lq3

EJ384

Lq5

EJ256

Lq
w

4
2

4
2

4
2

4
2

mBC ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=  ⇒ 

EJ768

Lq7
w

4
2

mBC ⋅
=  

 

A ve C yataklarında eğim açıları: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1

8
q L

TS  de  q

(q)0M

M = 1

16
q L

q

2

−

+1

1
2

+

1

+1/2

αA

(M =1)M1

TS  de  M

 

Şekil 6-13, A yatağında eğim açısı 
 

A yatağındaki eğim açısı Şekil 6-13 e göre şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x

1
01

Lx

0x

1A ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫
=

=

=

=

  

 

1M1 =   ;  
16

Lq
M

2
1

01 −=   ;  
8

Lq
M

2
1

02 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

16

Lq
1

6

1 2
1 ⋅








−⋅⋅  

EJ96

Lq 3
1

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    021 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

Lq
1

3

1 2
1 ⋅⋅⋅  

EJ24

Lq 3
1

⋅
=  

 

EJ96

Lq4

EJ96

Lq

EJ24

Lq

EJ96

Lq 3
1

3
1

3
1

3
1

A ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=α  ⇒ 

EJ32

Lq 3
1

A ⋅
=α  

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

2

+

8
q L

TS  de  q

(q)0M

2
2− q L

16 −

q

2

2

+
+1/2

Bα

(M =1)M1

+1

TS  de  M

M = 1

 

Şekil 6-14, C yatağında eğim açısı 
 

C yatağındaki eğim açısı Şekil 6-14 e göre şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x

1
01

Lx

0x

1C ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫
=

=

=

=

  

 

1M1 =   ;  
16

Lq
M

2
2

01 −=   ;  
8

Lq
M

2
2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

16

Lq
1

6

1 2
2 ⋅








−⋅⋅  

EJ96

Lq 3
2

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    021 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

Lq
1

3

1 2
2 ⋅⋅⋅  

EJ24

Lq 3
2

⋅
=  

 

EJ96

Lq4

EJ96

Lq

EJ24

Lq

EJ96

Lq 3
2

3
2

3
2

3
2

C ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=α  ⇒ 

EJ32

Lq 3
1

C ⋅
=α  

 

B Yatağının eğim açısı A ve C yataklarının eğim açısından çok küçüktür. 
 

Böylece bütün kesit büyüklükleri bulunmuş olur. 
 

 
 



 A l ı ş t ı r m a    ç ö z ü m l e r i  
 

44_06_4_alistirma-cozumleri www.guven-kutay.ch 23 Şubat 2015 
 

29 

1.7. Üç aralıklı devamlı, sabit yayılı yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 7 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
MB, MC, AV, BV, CV, DV, Mm1, Mm2, Mm3, M1max, M2max, M3max, wmAB, wmBC, wmCD, αA, αB, αC, αD .  
 

L L

A B C
1 2

q

L

D
3

 

q
Ah

Av vB vC vD
 

Şekil 7, Sistem ve zorlaması Şekil 7-01, Sistemin SCD 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 7-01 ile görülen sistemin SCD nda 5 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 5 − 3 = 2 olduğundan, sistemimiz 2. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 7-02 ve Şekil 7-03 ile gösterilmektedir. 
 

DNDN

 

−
+

−
+

−
+

−

 

Şekil 7-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 7-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 7-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir "TS" ve bunu 
Şekil 7-04 ile gösterilmektedir.  
 

TS + BB

A B C
A' B'

q

X1 1X C'
D2X2X

 

Şekil 7-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 7-05. Burada B ve C yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

w (X =1)1 1

2

L L L

20δ

δ22

21δ

12δ

qL /8 22 qL /8 2qL /8

M 01 M02 03M
+

11M 12M

21M 22M
0(q)

B 2
C 3 D

+ +

2X

TS  de  X  + X1

M0(q)

w

1M (X =1)1

+1

TS  de  q

δ11

(X =1)2w 2

A 1

q

1X

10δ

M (X =1)2 2

+1

 

Şekil 7-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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Burada B ve C yataklarında burkulma olduğundan Şekil 7-05 ile görüldüğü gibi B ve C yataklarına 
bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 ve X2 momenttir ve 
uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 

0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ   0XX 222211202 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım: 
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x
12

01
x

x
1110

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  1M12 =   ;  
EJ8

qL
M

2

01 ⋅
=   ;  

EJ8

qL
M

2

02 ⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   0111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

qL
1

3

1 2
⋅⋅⋅  

EJ24

qL3

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   0212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
8

qL
1

3

1 2
⋅⋅

EJ

L⋅  
EJ24

qL3

⋅
=  

 

EJ24

qL

EJ24

qL
Terim.2Terim.1

33

10 ⋅
+

⋅
=+=δ  ⇒ 

EJ12

qL3

10 ⋅
=δ  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.1

⋅
+

⋅
=+  ⇒ 

EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 = δ21 deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
212112

n

0

⋅⋅=δ=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

12212112 MM
6

1 ⋅⋅=δ=δ
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L
2112 ⋅

=δ=δ  
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d) δ20  deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 03

x

x
22

02
x

x
2120

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =   ;  
EJ8

qL
M

2

02 ⋅
=   ;  

EJ8

qL
M

2

03 ⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    0221 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
8

qL
1

3

1 2
⋅⋅

EJ

L⋅  
EJ24

qL3

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    0322 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
8

qL
1

3

1 2
⋅⋅

EJ

L⋅  
EJ24

qL3

⋅
=  

 

EJ24

qL

EJ24

qL
Terim.2Terim.1

33

20 ⋅
+

⋅
=+=δ  ⇒ 

EJ12

qL3

20 ⋅
=δ  

 

e) δ22  deformasyon değerinin hesabı:  
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.122 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre moment MB = X1 ve MC = X2  
 

Simetriden dolayı X1 = X2  ve buradan MB = MC = X1 = X2 olduğu bulunur. 
0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  

0
EJ6

L
X

EJ3

L2
X

EJ12

qL
11

3

1 =⋅+⋅+=δ   eşitli ğin iki tarafını 
L

EJ
 genişletirsek, 

0
6

l
X

3

2
X

12

qL
11

2
=⋅+⋅+  

5

6

12

qL
X

2

1 ⋅−=  ⇒ 
10

qL
XX

2

21 −==  

 

B ve C yataklarında moment: MB = X1 ve MC = X2 dir ve şu şekilde hesaplanır: 

MB = X1 und MC = X2  ⇒ 
10

qL
MM

2

CB −==  
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2

40
qL

2

− qL
10

Mmax

40

23qL

V (q)

10
4qL

6qL
10

x

10
5qL

1,1.qL1,1.qL

10
5qL

10
6qL

4qL
10

+ ++

− − −

L/2 L/2

= 0αC

αDw21w 3wmaxw=
1maxw 3maxw

LDN LDN LL DN DN

2

20
qL−

M (q) qL /8 w(q)

SCD

2

A B C1 2

q

qL /82

Aα

Bα = 0−
+

−
+

−
+

−

3 D

− qL
20

2

maxM3qL
40

2

10
qL−

2

L/2
x

 

Şekil 7-06, Sistemdeki moment, çapraz kuvvet ve sehim dağılımı 
 

Yatak kuvvetleri:  
 

Simetriden dolayı A ve D yataklarının kuvvetleri eşittir. 
 

L

q

D
qL

L/2 V

MC

 

VV DA =  

LD
2

qL

10

qL
M V

22

C ⋅−=−=  

10

qL

2

qL
DV −=  

Şekil 7-07, Yatak kuvvetleri 
 

qL4,0
5

qL2
AD VV ⋅=⋅==  

 

Simetriden dolayı B ve C yataklarının kuvvetleri eşittir. 
 

0FV =Σ    0qL3DCBA VVVV =−+++    VV DA =  und VV CB =  

0qL3B2A2 VV =−⋅+⋅  
10

qL
qL

2

3
BV −=  ⇒ qL1,1

10

qL11
CB VV ⋅=⋅==  

 

Momentler:  
 

Aralıkların orta noktalarındaki momentler M1m = M3m ve M2m  
1. Aralığın kapama çizgisinin ortasında teorik moment MGm1 = qL2/8 ve kapama çizgisi ile kirişin 
arasında moment MB/2 kadardır. Buna göre kirişin orta noktasındaki moment: 
 

20

qL

8

qL

2

M
MMM

22
B

1Gmm3m1 −=−==  ⇒ 2
2

m3m1 qL075,0
40

qL3
MM ⋅===  

 

10

qL

8

qL
MMM

22

B2Gmm2 −=−=  ⇒ 2
2

m2 qL025,0
40

qL
M ⋅==  

 

Maksimum momentler Mmax:  
 

Maksimum moment çapraz kuvvetin sıfır olduğu yerdedir.  

x

qx D

 

VDxq =⋅  
 

q/Dx V=  
 

q/Lq4,0x ⋅⋅=  

Şekil 7-08, Maksimum momentin yeri  L4,0x ⋅=  
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V(q)

+

− 4qL
106qL

10

L−x x

L

D

C

 

( ) x

D

xL

C VVa =
−

 

( )
L4,0

L4,0LLq4,0
CVa ⋅

−⋅⋅⋅=  

( )
L4,0

L4,0LLq4,0
CVa ⋅

−⋅⋅⋅=  

Şekil 7-08, Maksimum momentin yeri  Lq6,0CVa ⋅⋅=  
 

x

q

qx

x/2
M max

10
4qL

 








 ⋅−⋅=⋅−⋅= x
2

q

10

qL4
x

2

x
qxx

10

qL4
Mmax  








 ⋅−⋅==
10

L4

2

q

10

qL4

10

L4
Mmax  

50

qL4

5

qL

10

L4
M

2

max =⋅=  

Şekil 7-09, Maksimum moment 2
max qL08,0M ⋅=  

2
max3max1 qL

50

4
MM ⋅==  

 

Max. Moment ve M2m eşit büyüklüktedir. 2
max2 qL025,0M ⋅=  

2
m2max2 qL

40

1
MM ⋅==  

 

Sehimler:  
 

Aralık ortalarındaki sehimler wm : 
 

Burada problem tek kiriş olarak kabul edilir ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde 
ve yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 7-10. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1 TS  de  F

M0 (q) 1M (F =1)

TS  de  q

+

q

−
qL
10

2

2qL
8

+

−

− −

L
4

mw

−

C D

 

Şekil 7-10, Sistemimizde sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

CD kirişinde sehim wmCD  şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mww 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1mABmCD ⋅⋅+⋅⋅== ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

10

qL
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
4

1 ⋅⋅
EJ3

L

⋅
 =

EJ

L

10

qL

4

L

4

1 2
⋅













−⋅⋅  

EJ160

qL4

⋅
−=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ3

L

⋅
 =

EJ

L

8

qL

4

L

12

5 2
⋅⋅⋅  

EJ384

qL5 4

⋅
=  

 

EJ1920

qL25

EJ1920

qL12

EJ384

qL5

EJ160

qL
ww

4444

mABmCD ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−==  ⇒ 

EJ1920

qL13
ww

4

mABmCD ⋅
==  

 

Orta aralıkdaki sehim wmBC : 
 

Simetriden dolayı aralık ortasındaki sehim ile maksimum sehim aynıdır ve Virtüel Yükleme 
durumunda sehimin arandığı yerde ve yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 7-10. 
 

 dx
EI

M
Mdx

EI

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1m ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
 F 1.2 

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de  F

M0 (q) 1M (   =1)

TS  de  q q

qL /82

qL /102−

F−

−F
+

−

+L/4

wm

L

 

Şekil 7-11, Orta aralıkdaki sehim 
 

BC kirişinde sehim wmBC  şu şekilde hesaplanır: 
 

4

L
M1 =   ;  

10

qL
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
2

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

10

qL

4

L

2

1 2
⋅













−⋅⋅  

EJ80

qL4

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

qL

4

L

12

5 2
⋅⋅⋅  

EJ384

qL5 4

⋅
=  

 

EJ1920

qL25

EJ1920

qL24

EJ384

qL5

EJ80

qL
w

4444

mBC ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=  ⇒ 

EJ1920

qL
w

4

mBC ⋅
=  

 

Yataklarda eğim açıları 
 

B ve C yataklarında eğim açıları sıfırdır "αB = αC = 0".  
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A ve D yataklarında eğim açıları: 
 

Simetriden dolayı A ve D yataklarının eğim açıları eşittir. αA = αD   
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+
q L

TS  de  q

(q)0M

C
2

− q L
16 −

q

D

2
+

+1/2

Dα

(M =1)M1

+1

TS  de  M

M = 1

 

Şekil 7-12, A ve D yataklarında eğim açıları 
 

A ve D yataklarında eğim açıları Şekil 7-11 e göre şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x

1
01

Lx

0x

1DA ⋅⋅+⋅⋅=α=α ∫∫
=

=

=

=

  

 

1M1 =   ;  
10

qL
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

10

qL
1

6

1 2
⋅













−⋅⋅  

EJ60

qL3

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    021 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

qL
1

3

1 2
⋅⋅⋅  

EJ24

qL3

⋅
=  

 

EJ120

qL5

EJ120

qL2

EJ24

qL

EJ60

qL 3333

AD ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=α=α  ⇒ 

EJ40

qL3

AD ⋅
=α=α  

 

Böylece bütün kesit büyüklükleri bulunmuş olur. 
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1.8. Üç aralıklı devamlı, birinci aralığın ortasında tek yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 8 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
MB, MC, AV, BV, CV, DV, Mm1, Mm2, Mm3, M1max, M2max, M3max, wmAB, wmBC, wmCD, αA, αB, αC, αD .  
 

L L
A B C1 2

L
D3

Q
L/2

 

Q
Ah

Av vB vC vD

 

Şekil 8, Sistem ve zorlaması Şekil 8-01, Sistemin SCD 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 8-01 ile görülen sistemin SCD nda 5 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 5 − 3 = 2 olduğundan, sistemimiz 2. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 8-02 ve Şekil 8-03 ile gösterilmektedir. 
 

A

1

B C D

3

2

 

A

1

B

C

D

3

2

 

Şekil 8-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 8-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 8-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 8-04 
ile gösterilmektedir. 
 

TS + BB

A B C
1 2X1 1X 3 D2X2X

Q

 

Şekil 8-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 8-05. Burada B ve C yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de  X  + X1

M 0(Q)

0w (Q)

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X

10δ

3 D

+

QL/4

w (X =1)1 1

L

20δ

δ21

δ

A B C

δ12

+1

(X =1)w2 222δ

(X =1)M2 2

2X2X

2

= 0

L L

D
Q

L/2

 

Şekil 8-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yüklemel durumları 
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Burada B ve C yataklarında burkulma olduğundan Şekil 8-05 ile görüldüğü gibi B ve C yataklarına 
bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 ve X2 momentdir ve 
uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 
 

0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ    0XX 222211202 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  
 

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım: 
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

D
TS  de  X1

M0(Q)

0w (Q)

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X

10δ

3 D

+

QL/4

w (X =1)1 1

L

δ

A B C

L L

 
Şekil 8-05-10, δ10 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
M 01

x

x
1110

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M11 =   ;  ;  
4

QL
M01 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

4

1
011110 ⋅⋅⋅=δ  =

4

QL
1

4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ16

QL2

10 ⋅
=δ  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

D
TS  de  X1

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X3 D

w (X =1)1 1

L

δ

A B C

L L

 
Şekil 8-05-11, δ11 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.111 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 deformasyon değerinin hesabı:  
 

TS  de  X  + X1

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

A B C1 2 1X3 D
L

A B C

δ12

+1

(X =1)w2 2

(X =1)M2 2

2X

2

L L

D
Q

L/2

 
Şekil 8-05-12, δ12 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2112

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122112 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
12 ⋅

=δ  

 

d) δ20  deformasyon değerinin hesabı:  
 

δ20 nin deformasyon değeri sıfırdır ⇒ 020 =δ  

 

c) δ21 deformasyon değerinin hesabı:  
 

+1

(X =1)M2 2

2X2X

2

L L

D
Q

L/2 TS  de  X  + X1

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

A B C1 2 1X 1X3 D

w (X =1)1 1

L

δ21

A B C

 
Şekil 8-05-21, δ21 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2121

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122121 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
21 ⋅

=δ  
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e) δ22  deformasyon değerinin hesabı:  
 

TS  de  XTS  de  Q

A B C1 2 3 D
L

A B C

+1

(X =1)w2 2
22δ

(X =1)M2 2

2X2X

2

L L

D
Q

L/2

 
Şekil 8-05-22, δ22 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.22 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre momentler MB = X1 ve MC = X2  
 

 − 
EJ16

QL2

⋅
 + 1X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 + 2X
EJ6

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
  x  

 + 
− 

0 − 
+ 1X

EJ6

L ⋅
⋅

 
− 
+ 2X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ4
  x  

 

 − 
16

QL
 + 1X

6

4 ⋅  + 2X
6

1 ⋅  = 0  

 
+ 
− 

0 − 
+ 1X

6

4 ⋅  
− 
+ 2X

3

8 ⋅  = 0  

 − 
16

QL
 + 0 − 2X

6

15⋅  ⇒  
40

QL
XM 2C ==  

 

X1 in değeri; 

0
40

QL

EJ3

L2
X

EJ6

L
1 =⋅+⋅  

L

EJ6

EJ120

QL2
X

2

1 ⋅−=  ⇒ 
10

QL
XM 1B −==  
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mw

wm

3QL= −
640 EI

3

3QL=
640 EI

7QL
480 EI

3

=
αD

CααB

= 0,2 . QL

= −0,1 . QL

= 0,025 . QL

M(Q)

w(q)

SCD

A B C1 2

Aα

+
+

3 D

− QL
10

10
2QL

V (q)

Q

4Q
10 +

mw

20
QL−

Q
Ah

Av vB

vC

vD

L L L

L/2

4
QL

−
QL
40

−
10
6Q

25Q
40

40
Q

20
Q

40
Q

 

Şekil 8-06, Sistemimizde M, V ve w dağılımı 
 

Yatak kuvvetleri 
 

Av kuvveti: 
 

0MB =Σ   0
2

QL
LAM VB =+⋅+   

L

1

2

QL
MA BV ⋅







=  

L

Q

A L/2V

MB

B

 10

QL
M B −=  

2

Q

10

Q
A V +−=  Q

10

4
A V =  

Şekil 8-07, AV kuvveti  Q4,0A V ⋅=  

 

Dv kuvveti: 
 

LDM VC ⋅=     
40

QL
MC =       

40

Q
DV =  

L

DV

MC

C

 

 
Q

40

1
DV =  

Şekil 8-08, DV kuvveti  Q025,0DV ⋅=  

 

Cv kuvveti: 
 

0MB =Σ  LCL2DM VVB ⋅+⋅+   ( ) L/L2DMC VBV ⋅−−=  

2L

DV

MB

B
L

CV

 
10

QL
MB −=

L

1

40

QL2

10

QL
CV ⋅







 −−=  Q
40

6
CV −=  

Şekil 8-09, CV kuvveti  Q150,0CV ⋅−=  

 

Bv kuvveti: 
 

0FV =Σ    0QDCBA VVVV =++++       QDCAB VVVV −−−−=  

0QQ
40

1
Q

20

3
Q

10

4
BV =+−+−=  







 +−+−⋅=
40

401616
QBV  Q

40

29
BV =  

 

   Q725,0BV ⋅=  

 

Aralıkların orta noktası momentleri M1m = M1max  
 

1. aralığın orta noktasındaki moment aynı zamanda maksimum momenttir. Kapama çizgisinin 
ortasındaki temel moment MTm1 = QL/4 dür ve kapama çizgisi ile kiriş arasındaki momentte MB/2 
dir. Bu durumda: 
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20

QL

4

QL

2

M
MM B

1Tmm1 −=−=  
5

QL
MM m1max ==  QL2,0MM m1max ⋅==  

veya 

2

L

10

Q4

2

L
AM Vm1 ⋅=⋅=  

5

QL
MM m1max ==  QL2,0MM m1max ⋅==  

 

Sehimler  
 

AB aralığındaki sehim  wmAB.  
Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 8-10.  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1 TS  de  F

M 0(Q)

1M (F =1)

TS  de  Q

+ L
4

mw

−

A B

Q

QL−
10

QL

4
QL

5
QL

+

−
20

−

 

Şekil 8-10, AB aralığındaki sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

AB kiri şinin orta noktasındaki sehim wm : 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1mAB ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

10

QL
M01 −=   ;  

4

QL
M02 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    
EJ

L
MM

4

1
011 ⋅⋅⋅  =

EJ

L

10

QL

4

L

4

1 ⋅−⋅⋅  
EJ160

QL3

⋅
−=

 

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    
EJ

L
MM

3

1
021 ⋅⋅⋅  =

EJ

L

4

QL

4

L

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ48

QL3

⋅
=

 

 

EJ48

QL

EJ160

QL
Terim 2.Terim 1.w

33

mAB ⋅
+

⋅
−=+=  ⇒ 

EJ480

QL7
w

3

mAB ⋅
=  

 

BC aralığındaki sehim  wmBC.  
Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 8-11. 
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Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1 TS  de  F

M0(Q)

1M (F =1)

TS  de  Q

+ L
4

mw

−

B C

−

QL−
10

40
QL+

 

Şekil 8-11, BC aralığındaki sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Şekil 8-11 ile hakiki hareket durumunda M0 için görülen çift üçgen trapez kabul edilir. 
 

 dx
EJ

M
Mw 0
Lx

0x
1m ⋅⋅= ∫

=

=
  

4

L
M1 =   ;  

10

QL
M L0 −=   ;  

40

QL
M R0 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←    RmLm
 İntegral boyu  "L" dir. 

( )
EJ

L
MMM

4

1
w R0L01mBC ⋅+⋅⋅=  =

EJ

L

40

QL

10

QL

4

L

4

1 ⋅






 +−⋅⋅  
EJ640

QL3
w

3

mBC ⋅
=  

 

CD aralığındaki sehim  wmCD.  
Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 8-11. 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1 TS  de  F

M0(Q)

1M (F =1)

TS  de  Q

+ L
4

mw

−

C D

40
QL
+

 

Şekil 8-12, CD aralığındaki sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mw 0
Lx

0x
1m ⋅⋅= ∫

=

=
  

4

L
M1 =   ;  

40

QL
M0 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

4

1
w 01mCD ⋅⋅⋅=  =

EJ

L

40

QL

4

L

4

1 ⋅⋅⋅  
EJ640

QL
w

3

mCD ⋅
=  
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Yataklarda eğim açısı:  
A yatağında eğim açısı "αA" 
Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda eğim açısının arandığı 
yerde ve yönde birim momenti 1M =  var sayılır, Şekil 8-11. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M = 1 TS  de  M

M0(Q)

1M (M =1)

TS  de  Q

+

A B

Q

QL−
10

QL

4
QL

40
8QL

+

−
20

−

αA

+1

 

Şekil 8-13, A yatağında eğim açısı için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1A ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫

=

=

=

=
  

 

1M1 =   ;  
10

QL
M01 −=   ;  

4

QL
M02 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    
EJ

L
MM

6

1
011 ⋅⋅⋅  =

EJ

L

10

QL
1

6

1 ⋅−⋅⋅  
EJ60

QL2

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    
EJ

L
MM

4

1
021 ⋅⋅⋅  =

EJ

L

4

QL
1

4

1 ⋅⋅⋅  
EJ16

QL2

⋅
=  

 

EJ16

QL

EJ60

QL
Terim 2.Terim 1.

22

A ⋅
+

⋅
−=+=α  ⇒ 

EJ240

QL11 2

A ⋅
⋅=α  

 

B yatağında eğim açısı "αB" 
Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda eğim açısının arandığı 
yerde ve yönde birim momenti 1M =  var sayılır, Şekil 8-14. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M0(Q)

TS  de  Q

B C

−

QL−
10

40
QL+

M = 1

TS  de  M

M 1

αB

−−1

 

Şekil 8-14, B yatağında eğim açısı için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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 dx
EJ

M
M 01
Lx

0x
1B ⋅⋅=α ∫

=

=
  

1M1 =   ;  
10

QL
M01 −=  

İntegral tablosundan  ↓  ←    RmLm
 İntegral boyu  "L" dir. 

( )
EJ

L
MM2M

6

1
R0L01B ⋅+⋅=α  =

EJ

L

40

QL

10

QL
21

6

1 ⋅






 +−⋅−⋅  
EJ240

QL7 2

B ⋅
⋅=α  

 

C yatağında eğim açısı "αC=αD" 
 

Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda eğim açısının arandığı 
yerde ve yönde birim momenti 1M =  var sayılır, Şekil 8-15. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M0(Q)

TS  de  Q

C D

40
QL
+

(M =1)

TS  de  MM = 1

+1 + M1

αC Dα

 

Şekil 8-15, C ve D yataklarında eğim açısı için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 0
Lx

0x
1DC ⋅⋅=α=α ∫

=

=
  

 

1M1 −=   ;  
40

QL
M0 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

3

1
01DC ⋅⋅⋅=α=α  = ( )

EJ

L

40

QL
1

3

1 ⋅⋅−⋅  
EJ120

QL2

DC ⋅
−=α=α  
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1.9. Üç aralıklı devamlı, birinci aralığın her hangi bir yerinde tek yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 9 ile verilen sistem ve zorlaması. 
Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
MB, MC, AV, BV, CV, DV, Mm1, Mm2, Mm3, M1max, M2max, M3max, wmAB, wmBC, wmCD, αA, αB, αC, αD .  
 

L L
A B C1 2

L
D3

Q
ba1 1

 

Q
Ah

Av vB vC vD

 

Şekil 9, Sistem ve zorlaması Şekil 9-01, Sistemin SCD 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 9-01 ile görülen sistemin SCD nda 5 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 5 − 3 = 2 olduğundan, sistemimiz 2. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 9-02 ve Şekil 9-03 ile gösterilmektedir. 

A

1

B C D

3

2

 

A

1

B

C

D

3

2

 

Şekil 9-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 9-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 9-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 9-04 
ile gösterilmektedir. 
 

TS + BB

A B C
1 2X1 1X 3 D2X2X

Q

 

Şekil 9-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz Şekil 9-05. 
Burada B ve C yatağında mafsal kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

δ12

+1

(X =1)w2 222δ

(X =1)M2 2

2X2X

2

= 0

L L

D
Q

ba 11

TS  de  X  + X1

M 0(Q)

0w (Q)

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X

10δ

3 D

+

Qab/L

w (X =1)1 1

L

20δ

δ21δ

A B C

 

Şekil 9-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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Burada B ve C yataklarında burkulma olduğundan Şekil 9-05 ile görüldüğü gibi B ve C yataklarına 
bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 ve X2 momentdir ve 
uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 
 

0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ    0XX 222211202 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  
 

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım:  
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 9-05-10: 
 

TS  de  X1

M0(Q)

0w (Q)

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X

10δ

3 D

+

Qab/L w (X =1)1 1

L

δ

A B C

L L

D
Q

ba

 
Şekil 9-05-10, δ10 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x
12

01
x

x
1110

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  ;  
L

baQ
M 11

01
⋅⋅=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  






 +⋅⋅⋅
L

a
1MM

6

1
0111 EJ

L⋅  = 






 +⋅⋅⋅⋅⋅
L

a
1

L

baQ
1

6

1 111

EJ

L⋅  






 +⋅
⋅

⋅⋅=
L

a
1

EJ6

baQ 111
 

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
2. Terim       0   = 0=  

 

0
L

a
1

EJ6

baQ
Terim.2Terim.1 111

10 +






 +⋅
⋅

⋅⋅=+=δ  ⇒ 






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ
L

a
1

EJ6

baQ 111
10  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 9-05-11: 
 

TS  de  X1

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X3 D

w (X =1)1 1

L

δ

A B C

L L

D
Q

ba

 
Şekil 9-05-11, δ11 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  1M12 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.111 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 9-05-12:  
 

TS  de  X  + X1

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

A B C1 2 1X3 D
L

A B C

δ12

+1

(X =1)w2 2

(X =1)M2 2

2X

2

L L

D
Q

ba

 
Şekil 9-05-12, δ12 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
212112

n

0

⋅⋅=δ=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
12212112 ⋅⋅⋅=δ=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
2112 ⋅

=δ=δ  

 

d) δ20  deformasyon değerinin hesabı:             δ20 = 0 
 

c) δ21 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 9-05-21: 
 

TS  de  X  + X1

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

A B C1 2 1X3 D
L

A B C

δ21

+1

(X =1)w2 2

(X =1)M2 2

2X

2

L L

D
Q

ba

 
Şekil 9-05-21, δ21 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
212112

n

0

⋅⋅=δ=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
12212112 ⋅⋅⋅=δ=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
2112 ⋅

=δ=δ  

 

e) δ22  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 9-05-22: 

+1

(X =1)w2 222δ

(X =1)M2 2

2X2X

2

L L

D
Q

ba

TS  de  X
TS  de  Q

A B C1 2 3 D
L

A B C

 
Şekil 9-05-22, δ22 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3
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EJ

L⋅  
EJ3

L
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L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.22 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre momentler MB = X1 ve MC = X2  

− 






 +⋅
⋅

⋅⋅
L

a
1

EJ6

baQ 111
 + 1X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 + 2X
EJ6

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
  x  

+ 
− 

0 − 
+ 1X

EJ6

L ⋅
⋅

 
− 
+ 2X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ4
  x  

 

− 






 +⋅
⋅

⋅⋅
L

a
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a
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L15

bQa
X 111

2  

 

X1 in değeri; 
 

0
L

a
1

L15

bQa

EJ3

L2
X

EJ6

L 111
1 =







 +⋅⋅+⋅  






 +⋅⋅−=
L

a
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L
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X 111
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




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a
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L15

bQa4
XM 111
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X2 nin değeri; 
 

MC = X2 






 +⋅==
L

a
1

L15

bQa
XM 111
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Q
ba1 1

15L
4Qab−

L−
a1+M(Q)

w(q)

SCD

A B C1 2

Aα

+
+

3 D V (q)

Q

+

Ah

Av vB

vC

vD

L L L

L
Qab

−

−

αD

CααB

 

Şekil 9-06, Sistemimizde M, V ve w dağılımı 
Yatak kuvvetleri 
 

Av kuvveti: 
0MB =Σ   0bQLAM 1VB =⋅+⋅+  

( ) L/bQMA 1BV ⋅−−=  

L

1
bQ

L

a
1

L15

bQa4
A 1

111
V ⋅







 ⋅−






 +⋅=  

 ( )[ ]2
113

1
V L15aLa4

L15

Qb
A −+⋅⋅=  L

Q

A bV

MB

B
a1 1

 

  

Şekil 9-07, Yatak kuvveti AV  ( ) L/bQMA 1BV ⋅−−=  

Burada a1 = L/2 ve b1 = L/2 yerleştirirsek, AV = 0,4.Q buluruz. Buda formülün doğruluğunu verir. 
 

Dv kuvveti: 
0MC =Σ  

0LDM VC =⋅+  

L/MD CV −=    
L

1

L

a
1

L15

bQa
M 111

C ⋅






 +⋅−=  

 







 +⋅−=
L

a
1

L15

bQa
D 1

2
11

V  
L

DV

MC

C

 

  

Şekil 9-08, Yatak kuvveti DV  L/MD CV −=  

Burada a1 = L/2 ve b1 = L/2 yerleştirirsek, DV=0,025.Q buluruz. Buda formülün doğruluğunu verir. 
 

Cv kuvveti: 
0MB =Σ  

0LCL2DM VVB =⋅+⋅+  

( ) L/L2DMC VBV ⋅−−=








 +⋅−




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 +⋅−=
L

a
1

L15

bQa2

L

a
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L15

bQa4
C 1

2
111

2
11

V  

 







 +⋅−=
L

a
1

L5

bQa2
C 1

2
11

V  

2L

DV

MB

B
L

CV

 

  

Şekil 9-09, Yatak kuvveti CV  ( ) L/L2DMC VBV ⋅−−=  

 

Burada a1 = L/2 ve b1 = L/2 yerleştirirsek, CV=−0,15.Q buluruz. Buda formülün doğruluğunu verir. 
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Bv kuvveti: 
0FV =Σ      0QDCBA VVVV =++++     QDCAB VVVV −−−−=  

( )[ ] Q
L

a
1

L15

bQa

L

a
1

L5

bQa2
L15aLa4

L15

Qb
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2
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2
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1
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




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



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( ) QaLaa6La6L15a4La4
L15

Qb
B 2

11
2
11

22
113

1
V −−−++−+⋅−=

 

( ) QL5a3La3
L5

Qb
B 22

113
1

V −−+⋅−=  

  

 QDCAB VVVV −−−−=  

Burada a1 = L/2 ve b1 = L/2 yerleştirirsek, BV=0,725.Q buluruz. Buda formülün doğruluğunu verir. 
 

1. Aralıkta maksimum moment 
 

1. aralıkta kuvvetin etkilediği kesitte moment maksimumdur.  

1VQ1 aAM ⋅=  
 

( )[ ] 1
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113
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Q
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V

M

+
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Şekil 9-10, Max Moment  1VQ1 aAM ⋅=  

Sehim  
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1

TS  de  F

M 0(Q)
1M (F =1)

TS  de  Q
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−

−
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A B
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4Qab−
15L
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Şekil 9-10, AB aralığındaki sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 9-10. 
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
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İntegral tablosundan  ↓  ←    
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 İntegral boyu  "L" dir. 
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a4L3Qa 2
1

2
1 −=  

22δ ( ) ( )
EJ48

a4L3Qa

EJ60

aLbQa 2
1

2
1111 −++⋅−=  

( )










 −++⋅⋅−=
4

a4L3

5

aLb

EJ12

Qa
w

2
1

2
111
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1.10. Üç aralıklı devamlı, birinci aralığın her hangi bir yerinde çift yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 10 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
 

L L

A B C

L

D

a

a

2

1

Q a
1 Q2

 

Şekil 10, Sistem ve zorlaması 
 

Çözüm: 
 

Burada Q1 ve Q2 yi tek etkili kabul edersek problemimiz 1.9 Üç aralıklı devamlı, birinci aralığın her 
hangi bir yerinde tek yük etkisindeki sistem olareak düşünebiliriz. Bunun içinde tekrardan aynı 
hesapları yapmaya gerek olmadığından problem 1.9 da bulunan değerler kabul edilir. 
 

A B

C

D

Q1 Q2

M max

 

Şekil 10-01, Sistemin SCD 
 

B yatağındaki Q1 den oluşan moment: 
 

( )







 +⋅
⋅

−⋅⋅⋅−=
L

a
1

L15

aLaQ4
M 1111

1BQ     ( )( )1112
1

1BQ aLaLa
L15

Q4
M +−⋅⋅

⋅
⋅−=  

( )2
1

2
12

1
1BQ aLa

L15

Q4
M −⋅⋅

⋅
⋅−=  

 

B yatağındaki Q2 den oluşan moment: 
 

( )







 +⋅
⋅

−⋅⋅⋅−=
L

a
1

L15

aLaQ4
M 2222

2BQ    ( )( )2222
2

2BQ aLaLa
L15

Q4
M +−⋅⋅

⋅
⋅−=  

( )2
2

2
22

2
2BQ aLa

L15

Q4
M −⋅⋅

⋅
⋅−=  

 

B yatağındaki toplam moment: 
 

2BQ1BQB MMM +=    Formül 1 ( ) ( )2
2

2
22

22
1

2
12

1
B aLa

L15

Q4
aLa

L15

Q4
M −⋅⋅

⋅
⋅−−⋅⋅

⋅
⋅−=  
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2

aL
a1

−=  ve 
2

aL
a2

+=  olarak kabul edersek B yatağındaki toplam momenti şu şekilde gösteririz: 

Formül 2 ( ) ( )3223
2

23223
2

1
B aLa3aLL3

L30

Q
aLa3aLL3

L30

Q
M −−+⋅

⋅
−+−−⋅

⋅
−=  

 

Eğer Q1 = Q2 = Q ise: 
 

Formül 1 için ( )[ ]3
2

3
121

2
2B aaaaL

L15

Q4
M −−+⋅⋅

⋅
⋅−=  

 

Formül 2 için ( )22
B aL

L5

Q
M −⋅

⋅
−=  

 

Kontrol için literatürde verilen a1 = L/3 ve a2 = 2L/3 değerlerini formülümüze yerleştirirsek, literrde 
verilmiş değerleri buluruz. 
 

27L15

L18Q4

27

L8

27

L

3

L2

3

L

L15

Q4
M

2

33333

2B
⋅⋅
⋅⋅⋅−=














−−+⋅

⋅
⋅−=  LQ717,0MB ⋅⋅−=  

 

45

LQ8

9

L
L

L5

Q
M

2
2

B
⋅⋅−=














−⋅

⋅
−=  LQ717,0MB ⋅⋅−=  

 

AB aralığındaki maksimum moment: 
 

 Q2
2

1
Q1max1 M

a

a
MM ⋅+=   

 

M1max  Nm  AB aralığındaki maksimum moment 
M1Q  Nm  Q1 kuvvetinin etki kesitindeki moment 
a1   m   Q1 kuvveti ile A yatağı arasındaki mesafe 
a2   m   Q2 kuvveti ile A yatağı arasındaki mesafe 
M2Q  Nm  Q2 kuvvetinin etki kesitindeki moment 

 

Problem 1.9 ile bulunan kuvvet kesitlerindeki moment: 
 

( )22
113

111
Q1 L15a4La4

L15

baQ
M −+⋅⋅⋅=  

( )22
223

222
Q2 L15a4La4

L15

baQ
M −+⋅⋅⋅=  

2

aL
a1

−=  ve 
2

aL
a2

+=  kabul edilirse: 

 ( ) ( )2222
3

1
Q1 L12aL4aaL

L60

Q
M −−⋅−⋅=  

 

 ( ) ( )2222
3

2
Q2 L12aL4aaL

L60

Q
M −+⋅−⋅=  

 

Kontrol için literatürde verilen a1 = L/3 ve a2 = 2L/3 değerlerini formülümüze yerleştirirsek, 
literatürde verilmiş değerleri buluruz. 
 














−+⋅⋅⋅= 2

22

3Q1 L15
9

L4

3

L4

3

L2

3

L

L15

Q
M  
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1215

QL238
M Q1

⋅=       LQ1958847,0M Q1 ⋅⋅=  LQ196,0M Q1 ⋅⋅=  

 














−+⋅⋅⋅= 2

22

3Q2 L15
9

L16

3

L8

3

L

3

L2

L15

Q
M  

 

1215

QL190
M Q2

⋅=       LQ1563786,0M Q2 ⋅⋅=  LQ156,0M Q2 ⋅⋅=  

 

2/QL156,01QL196,0a/MaMM 2Q21Q1max1 ⋅⋅+⋅=⋅+=  LQ274,0M max1 ⋅⋅=  
 

Sehim  
 

Q1  den AB kirişi ortasında oluşan sehim:  
( )











 −++⋅⋅−=
4

a4L3

5

aLb

EJ12

aQ
w

2
1

2
1111

1mQ  

 

Q2  den AB kirişi ortasında oluşan sehim:  
( )











 −++⋅⋅−=
4

a4L3

5

aLb

EJ12

aQ
w

2
2

2
2222

2mQ  

 
Q1 ve Q2  den AB kirişi ortasında oluşan sehim:  2mQ1mQ1m www +=  
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1.11. Üç aralıklı devamlı, ikinci aralığın ortasında tek yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 11 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
MB, MC, AV, BV, CV, DV, Mm1, Mm2, Mm3, M1max, M2max, M3max, wmAB, wmBC, wmCD, αA, αB, αC, αD .  
 

L L
A B C1 2

L
D3

Q

L/2L/2

 

Ah

Av

vB vC

vDQ

 

Şekil 11, Sistem ve zorlaması Şekil 11-01, Sistemin SCD 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 11-01 ile görülen sistemin SCD nda 5 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 5 − 3 = 2 olduğundan, sistemimiz 2. dereceden hiperstatik sistemdir. 
Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 11-02 ve Şekil 11-03 ile gösterilmektedir. 
 

A 1 B C D3

2

 

A 1 B C D3

2

 

Şekil 11-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 11-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 11-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 11-
04 ile gösterilmektedir. 

TS  +  BB

A B C
1 2X1 1X 3 D2X2X

Q

 

Şekil 11-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 11-05. Burada B ve C yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+1

(X =1)w2 222δ

(X =1)M2 2

2X2X

2

L L

D
Q

L/2

δ20

01M 02M M 03

11M 12M

M 22M 21

L/2

TS  de  X  + X1

M0(Q)

0w (Q)

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X

10δ

3 D

+
QL/4

w (X =1)1 1

L

δ21δ

A B C

δ12

 

Şekil 11-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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Burada B ve C yataklarında burkulma olduğundan Şekil 11-05 ile görüldüğü gibi B ve C 
yataklarına bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 ve X2 
momentdir ve uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 
 

0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ    0XX 222211202 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  
 

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım:  
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

L/2L/2

010

(Q)w0

M (Q)

A

TS  de  Q

1

M 02

10δ

QL/4

+

2

M

B

Q

3C

M11

D

A

M12

δ11

+1

1X X1

B C

1(X =1)M1

(X =1)1w 1

TS  de  X
D

1

 

Şekil 11-05-10, δ10 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x
12

01
x

x
1110

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  ;  
L

baQ
M 11

01
⋅⋅=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
1. Terim         0    0=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    0212 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

4

LQ
1

4

1 ⋅⋅⋅⋅  
EJ16

LQ 2

⋅
⋅=  

 

EJ16

LQ
0Terim.2Terim.1

2

10 ⋅
⋅+=+=δ  ⇒ 

EJ16

LQ 2

10 ⋅
⋅=δ  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

L/2L/2

A

TS  de  Q

1 2B

Q

3C

M11

D

A

M12

δ11

+1

1X X1

B C

1(X =1)M1

(X =1)1w 1

TS  de  X
D

1

 

Şekil 11-05-11, δ11 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =   ;   
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.111 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 deformasyon değerinin hesabı:  
 

L/2L/2

A

TS  de  Q

1

L

2B
L

Q

3C
L

D

A

+1

M

12δ

+1

21

M

X1

B

12

X2

C

(X =1)

(X =1)w2

2M

2

2

(X =1)

TS  de  X  + X

M1

1
D

1

2

 

Şekil 11-05-12, δ12 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x

2112

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122112 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
12 ⋅

=δ  

 

d) δ20  deformasyon değerinin hesabı:  
 

L/2L/2

(Q)M 0

(Q)w0

A

TS  de  Q

1

03M02M

QL/4

+

δ20

2B

Q

3C D

A

M
+1

21

B

X2 X2

C

1w1δ21
(X =1)

(X =1)MM 22 2 2

TS  de  X
D

2

 

Şekil 11-05-20, δ20 deformasyon değeri için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 03

x

x
22

02
x

x
2120

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  
4

LQ
M02

⋅=   ;  1M 22 =   ;  0M 03 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   0221 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
4

QL
1

4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ16

QL2

⋅
=

 

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
2. Terim       0    0=  

 

0
EJ16

QL
Terim.2Terim.1

2

20 +
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ16

QL2

20 ⋅
=δ  

 

c) δ21 deformasyon değerinin hesabı:  
 

L/2L/2

A

TS  de  Q

1

L

2B
L

Q

3C
L

D

A

+1

M

δ21

+1

21

M

X 1

B

12

X 2

C

(X =1)

(X =1)w2

2M

2

2

(X =1)

TS  de  X  + X

M1

1
D

1

2

 

Şekil 11-05-21, δ21 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
212112

n

0

⋅⋅=δ=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122121 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
21 ⋅

=δ  

 

e) δ22  deformasyon değerinin hesabı:  
 

L/2L/2

A

TS  de  Q

1 2B

Q

3C D

A

M

B

+1

21

X2 X2

C

(X =1)δ22 2w 2

TS  de  X

(X =1)22M 2M

D

2

2

 

Şekil 11-05-22, δ22 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.22 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre momentler MB = X1 ve MC = X2  
 

 + 
EJ16

LQ 2

⋅
⋅

 + 1X
EJ3

L2 ⋅
⋅

 + 2X
EJ6

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
  x  

 − 
+ EJ16

LQ 2

⋅
⋅

 
− 
+ 1X

EJ6

L ⋅
⋅

 
− 
+ 2X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ4
  x  

 

 + 
16

LQ ⋅
 + 1X

6

4 ⋅  + 2X
6

1 ⋅  = 0  

 − 
+ 16

LQ4 ⋅⋅
 − 

+ 1X
6

4 ⋅  
− 
+ 2X

3

8 ⋅  = 0  

 − 

16

LQ3 ⋅⋅
 + 0 − 2X

6

15⋅  ⇒ 
40

QL3
XM 2C −==  

 

0
16

QL3

EJ3

L2
X

EJ6

L

EJ16

QL
1

2
=⋅−⋅

⋅
+     x 

L

EJ
 

 

0
8

QL
X

6

1

16

QL
1 =−⋅+  ⇒ 

40

QL3
XM 1B −==  

 

İç yatak momentleri MB ve MC  
 

MB yatağı QL075,0MB ⋅−=  

 

MC yatağı QL075,0MC ⋅−=  

 

BC aralığında moment M2  
 

Maksimum moment Q kuvvetinin etki kesitindedir. Burada kirişin ortasıdır. 
 

40

QL7

40

QL3

4

QL
MMM B022 =−=−=  QL175,0M2 ⋅=  

 

M(Q)

w(q)

SCD

A B C1 2

Aα

+

3 D V (q)

Q

+
Ah

Av

vB vC

vD

L L L

−

−

αDCααB

Q
L/2

0,075.QL−

L/2

−
4

QL

0,175.QL

0,075.QL−

+
− 0,075.Q

0,075.Q −0,575.Q −0,575.Q

 

Şekil 11-06, Sistemdeki moment, çapraz kuvvet ve sehim dağılımı 
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Yatak kuvvetleri: 
 

A yatağındaki "A V" kuvveti 
 

0MB =Σ    0LAM VB =⋅+    L/MA BV −=  

L

AV MB

B

 

L/QL075,0AV ⋅=  

Şekil 11-07, AV kuvveti  Q075,0AV ⋅=  

 

D yatağındaki "DV".kuvveti 
 

0MC =Σ    0LDM VC =⋅+    L/MD CV −=  

L

DVMC

C

 

L/QL075,0DV ⋅=  

Şekil 11-08, DV kuvveti  Q075,0DV ⋅=  

 

C yatağındaki "CV" kuvveti 
 

2L

DVMB

B

L

CV

Q

L/2

 

0MB =Σ   
 

02/LQLCL2DM VVB =⋅+⋅+⋅+  

Şekil 11-09, CV kuvveti ( ) L/L2DMC VBV ⋅−−=  
 

 

Q
40

23
L/

2

QL
L2Q

40

3
QL

40

3
CV ⋅=







 +⋅⋅−⋅=  Q575,0CV ⋅−=  

 

B yatağındaki "B V" kuvveti 
 

0FV =Σ      0QDCBA VVVV =++++     QDCAB VVVV ++−=  
 

QQ075,0Q575,0Q075,0BV +⋅+⋅−⋅=  Q575,0BV ⋅−=  

 

Sehimler: 
 

BC aralığının ortasındaki (Q kuvvetinin etki kesiti) sehim wmBC 
 

Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 11-11. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1

TS  de  F

M0(Q)

1M (F =1)

TS  de  Q

+

−

−
mw

−

B C

Q

3QL−
40

+

−

a

7QL
40

L/4

1 1b

−

3QL
40

−

QL
4

 

Şekil 11-10, BC kirişinde sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumu    
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 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1mAB ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

4

L
M1 =   ;  

40

QL3
M01 −=   ;  

4

QL
M02 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
2

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

40

QL3

4

L

2

1 ⋅⋅⋅−  
EJ320

QL3 3
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    021 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

4

QL

4

L

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ48

QL3
=  

 

EJ48

QL

EJ320

QL3
Terim 2.Terim 1.w

33

mAB +−=+=  
EJ960

LQ11
w

3

mAB ⋅
⋅⋅=  
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1.12. Üç aralıklı devamlı, ikinci aralığın her hangi bir yerinde tek yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 12 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
MB, MC, AV, BV, CV, DV, Mm1, Mm2, Mm3, M1max, M2max, M3max, wmAB, wmBC, wmCD, αA, αB, αC, αD .  
 

L L
A B C1 2

L
D3

Q
ba1 1

 

Ah

Av vB vC vD

Q

 

Şekil 12, Sistem ve zorlaması Şekil 12-01, Sistemin SCD 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 12-01 ile görülen sistemin SCD nda 5 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 5 − 3 = 2 olduğundan, sistemimiz 2. dereceden hiperstatik sistemdir. 
Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 12-02 ve Şekil 12-03 ile gösterilmektedir. 
 

A 1 B C D3

2

 

A 1 B C D3

2

 

Şekil 12-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 12-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 11-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 12-
04 ile gösterilmektedir. 

TS + BB

A B C
1 2X1 1X 3 D2X2X

Q

 

Şekil 12-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 12-05. Burada B ve C yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+1

(X =1)w2 222δ

(X =1)M2 2

2X2X

2

L L

D
Q

ba 11

δ20

01M 02M M 03

11M 12M

M22M 21

TS  de  X  + X1

M0(Q)

0w (Q)

1M (X =1)1

+1

TS  de  Q

11

A B C1 2 1X 1X

10δ

3 D

+
Qab/L

w (X =1)1 1

L

δ21δ

A B C

δ12

 

Şekil 12-05, Sistemimizde Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
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Burada B ve C yataklarında burkulma olduğundan Şekil 12-05 ile görüldüğü gibi B ve C 
yataklarına bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 ve X2 
momentdir ve uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 
 

0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ    0XX 222211202 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  
 

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım:  
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı:  
 

a b

M01(Q)M0

(Q)0w 10δ

A

TS  de  Q

1
L

03M02M

2B
L

Q

1 1

3C
L

M11

D

A

M

11δ

+1

12

1X X1

B C

M (X =1)

(X =1)w1

1

1

1

TS  de  X
D

1

 

Şekil 12-05-10, δ10 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x
12

01
x

x
1110

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ; 1M12 =  ;  0M 01 =  ;  
L

baQ
M 11

02
⋅⋅=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
1. Terim         0    0=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim 






 +⋅⋅⋅
L

b
1MM

6

1 1
0212 EJ

L⋅  =
EJ

L

L

b
1

L

baQ
1

6

1 111 ⋅






 +⋅⋅⋅⋅⋅  






 +⋅
⋅

⋅⋅=
L

b
1

EJ6

baQ 111
 

 








 +⋅
⋅

⋅⋅+=+=δ
L

b
1

EJ6

baQ
0Terim.2Terim.1 111

10  ⇒ 






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ
L

b
1

EJ6

baQ 111
10  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı:  
 

a b

A

TS  de  Q

1
L

2B
L

Q

1 1

3C
L

M11

D

A

M

δ11

+1

12

1X X1

B C

(X =1)M

(X =1)1w

1

1

1

TS  de  X
D

1

 

Şekil 12-05-11, δ11 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =   ;   
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.111 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 deformasyon değerinin hesabı:  
 

a b

A

TS  de  Q

1

L

2B
L

Q

1 1

3C
L

D

A

+1

M

12δ

+1

21

M

X1

B

12

X 2

C

(X =1)

(X =1)w2

2M

2

2

(X =1)

TS  de  X  + X

M1

1
D

1

2

 

Şekil 12-05-12, δ12 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x

2112

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122112 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
12 ⋅

=δ  

 

d) δ20  deformasyon değerinin hesabı:  
 

a b

M 01M 0

(Q)0w

(Q)

A

TS  de  Q

1

03M02M

Qab/L

+

δ20

2B

Q

1 1

3C D

A

21M
+1

1X X 1

B

X 2 X2

C

22M22M (X =1)

(X =1)2δ22 w 2

TS  de  X  + X1
D

2

 

Şekil 12-05-20, δ20 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 03

x

x
22

02
x

x
2120

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  
L

baQ
M 11

02
⋅⋅=   ;  0M03 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←    
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  






 +⋅⋅⋅
L

a
1MM

6

1 1
0221 EJ

L⋅  =
EJ

L

L

a
1

L

baQ
1

6

1 111 ⋅






 +⋅⋅⋅⋅⋅  






 +⋅
⋅

⋅⋅=
L
a

1
EJ6

baQ 111
 

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
2. Terim         0    0=  

 

0
L

a
1

EJ6

baQ
Terim.2Terim.1 111

20 +






 +⋅
⋅

⋅⋅=+=δ  ⇒ 






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ
L

a
1

EJ6

baQ 111
20  

 

e) δ21 deformasyon değerinin hesabı:  
 

a b

A

TS  de  Q

1

L

2B
L

Q

1 1

3C
L

D

A

+1

M

δ21

+1

21

M

X 1

B

12

X 2

C

(X =1)

(X =1)w2

2M

2

2

(X =1)

TS  de  X  + X

M1

1
D

1

2

 

Şekil 12-05-21, δ21 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x

2121

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122121 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
21 ⋅

=δ  

 

f) δ22  deformasyon değerinin hesabı:  
 

a b

A

TS  de  Q

1 2B

Q

1 1

3C D

A

21M
+1

B

X 2 X 2

C

22M22M (X =1)

(X =1)2δ 22 w 2

TS  de  X  + X1
D

2

 

Şekil 12-05-22, δ22 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.22 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre momentler MB = X1 ve MC = X2  
 

− 






 +⋅
⋅

⋅⋅
L

b
1

EJ6

baQ 111
 + 1X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 + 2X
EJ6

L ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ
  x  

+ 
− 








 +⋅
⋅

⋅⋅
L

a
1

EJ6

baQ 111  − 
+ 1X

EJ6

L ⋅
⋅

 
− 
+ 2X

EJ3

L2 ⋅
⋅

 = 0 
L

EJ4
  x  

 

− 






 +⋅
⋅ L

b
1

L6

bQa 111
 + 1X

6

4 ⋅  + 2X
6

1 ⋅  = 0  

+ 
− 








 +⋅
⋅ L

a
1

L6

bQa4 111  − 
+ 1X

6

4 ⋅  
− 
+ 2X

3

8 ⋅  = 0  
















 +−






 +⋅
⋅ L

b
1

L

a
14

L6

bQa 1111
 + 0 − 2X

6

15⋅  ⇒ ( )112
11

2C ba4L3
L15

bQa
XM −+⋅

⋅
−==  

 

( ) 0ba4L3
L15

bQa

EJ3

L2
X

EJ6

L

L

a
1

EJ6

bQa
112

11
1

111 =−+⋅⋅+⋅
⋅

+






 +⋅−  

 

( ) 0ba4L3
L15

bQa
4XL

L

a
1bQa 11

11
1

1
11 =−+⋅⋅+⋅+







 +⋅−  ( )112
11

1B b4aL3
L15

bQa
XM +−⋅

⋅
−==  

 

Burada b1 = L − a1 formüllere yerleştirirsek: 
 

 ( )2
11

2
2

1
B a5La12L7

L15

Qa
M +−⋅

⋅
−=  

 

 ( )2
11

2
2

1
C a5La3L2

L15

Qa
M −+⋅

⋅
−=  

 

M(Q)

w(q)

SCD

A B C1 2

Aα

+

3 D V (q)+
Ah

Av

vB vC

vD

L L L

−

−

αDCααB

Q
ba1 1

M−

L
Qab

−
B M− C

+
−

 

Şekil 12-06, Sistemimizde M, V ve w dağılımı 
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Yatak kuvvetleri: 
 

A yatağındaki "A V" kuvveti 
 

L

AV MB

B

 

0MB =Σ   0LAM VB =⋅+   L/MA BV −=  

( )
L

1
a5La12L7

L15

Qa
A 2

11
2

2
1

V ⋅+−⋅
⋅

−=  

Şekil 12-07, AV kuvveti 
 ( )2

11
2

3
1

V a5La12L7
L15

Qa
A +−⋅

⋅
−=  

 

D yatağındaki "DV" kuvveti 
 

L

DVMC

C

 

0MC =Σ   0LDM VC =⋅+  L/MD CV −=  

( )2
11

2
2

1
C a5La3L2

L15

Qa
M −+⋅

⋅
−=  

Şekil 12-08, DV kuvveti 
 ( )2

11
2

3
1

V a5La3L2
L15

Qa
D −+⋅

⋅
−=  

 

C yatağındaki "CV" kuvveti 
 

2L

DVMB

B

L

CV

Q

a1

 

0MB =Σ   

0aQLCL2DM 1VVB =⋅+⋅+⋅+  

( ) L/aQL2DMC 1VBV ⋅−⋅+−=  

Şekil 12-09, CV kuvveti   

 

( ) ( ) L/aQL2a10La6L4
L15

Qa
a5La12L7

L15

Qa
C 1

2
11

2
3

12
11

2
2

1
V 







 ⋅−⋅−+⋅
⋅

+⋅+⋅−⋅⋅
⋅

−=  

 

 ( )2
11

2
3
1

V a5La6L4
L5

aQ
C ⋅−⋅+⋅⋅

⋅
⋅=  

B yatağındaki "B V" kuvveti 
 

0FV =Σ      0QDCBA VVVV =++−−     QDCAB VVVV ++−=  
 

( ) ( ) ( ) Qa5La3L2
L15

Qa
a5La12L7

L15

Qa
a5La6L4

L5

aQ
B 2

11
2

3
12

11
2

3
12

11
2

3
1

V −−+⋅
⋅

−+−⋅
⋅

−⋅−⋅+⋅⋅
⋅
⋅=

 
 

( ) ( ) QLa9L9
L15

Qa
a5La6L4

L5

aQ
B 1

2
3

12
11

2
3
1

V −−⋅
⋅

−⋅−⋅+⋅⋅
⋅
⋅=

 
 

( ) QLa9L9a15La18L12
L15

aQ
B 1

22
11

2
3
1

V −+−⋅−⋅+⋅⋅
⋅
⋅=

 
( ) Qa5La9L

L5

Qa
B 2

11
2

3
1

V −−+⋅=
 

 

BC Aralığında moment MQ1 
 

Maksimum moment Q kuvvetinin etki kesitindedir. Burada kirişin ortasıdır. 
 

( ) 1V1V1Q aBaLAM ⋅−+⋅−=  
 

( ) ( ) ( ) 1
2
11

2
3
1

1
2
11

2
3

1
1Q aQa5La9L

L5

Qa
aLa5La12L7

L15

Qa
M ⋅







 −−+⋅−+⋅+−⋅
⋅

−=  
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 ( )33
1

2
1

2
13

1
1Q L8a10La2La20

L15

aQ
M ⋅−⋅−⋅−⋅⋅

⋅
⋅=  

 

Sehimler: 
 

BC aralığının ortasındaki (Q kuvvetinin etki kesiti) sehim wmBC 
 

Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 12-07. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1

TS  de  F

M0(Q)

1M (F =1)

TS  de  Q

+

−

−
mw

−

B C

Q

+

−

a

L/4

b

−

−

Qa b 
L

MB
M− C

M2m

1 1

1 1

 

Şekil 12-07, BC kirişinde sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumu 

 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1mAB ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

L

bQa
M 11

03 =  
 

( )2
11

2
2

1
L01 a5La12L7

L15

Qa
M +−⋅

⋅
−=   ;  ( )2

11
2

2
1

R01 a5La3L2
L15

Qa
M −+⋅

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←    ML RM  İntegral boyu  "L" dir. 

1. T      ( )R01L011 MMM
4

1 +⋅⋅
EJ

L⋅  ( ) ( )






 −+⋅
⋅

−+−⋅
⋅

−⋅⋅= 2
11

2
2

12
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2
2

1 a5La3L2
L15

Qa
a5La12L7

L15

Qa

4

L

4

1
EJ

L⋅  

 ( )LaL
EJ80

Qa3
1

21 −⋅−=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

2. T   




















−
2

021 L

a
43MM

b12
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EJ

L⋅  =
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a
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L

bQa

4
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L 2
111

1
⋅




















−⋅⋅⋅  

 ( )2
1

21 a4L3
EJ48

Qa −⋅=  
 

( ) ( )2
1

21
1

21
mBC a4L3

EJ48

Qa
LaL

EJ80

Qa3
T 2.T 1.w −⋅+−⋅−=+=  ( )2

11
21

mBC a20La9L24
EJ240
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1.13. Üç aralıklı devamlı, ikinci aralığın herhangi bir yerinde çift yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 13 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.  
 

L L

A B C

L

D

a

a

2

1

Q a
1 Q2

 

Şekil 13, Sistem ve zorlaması 
 

Çözüm: 
 

Burada Q1 ve Q2 yi tek etkili kabul edersek problemimiz paragraf 1.12 deki problem olarak 
düşünebiliriz. Bunun içinde tekrardan aynı hesapları yapmaya gerek olmadığından paragraf 1.12 
deki değerler kabul edilir. 

A B C D

Q1 Q2

M m2

− −
+

−

M B2 M C2

 

Şekil 13-01, Sistemdeki moment dağılımı 
 

B yatağındaki Q1 den oluşan moment, 1.12  den : 
 

( )2
11

2
2
11

1BQ a5aL12L7
L15

aQ
M ⋅+⋅⋅−⋅⋅

⋅
⋅−=  

 

B yatağındaki Q2 den oluşan moment, 1.12  den: 
 

( )2
22

2
2
22

2BQ a5aL12L7
L15

aQ
M ⋅+⋅⋅−⋅⋅

⋅
⋅−=  

 

B yatağındaki toplam moment: 
 

2BQ1BQB MMM +=    

( ) ( )2
22

2
2

22
11

2
2
11

B a5La12L7
L15

2aQ
a5La12L7

L15

aQ
M ⋅+⋅−⋅⋅

⋅
⋅−⋅+⋅−⋅⋅

⋅
⋅−=  

 

Eğer Q1 = Q2 = Q ise: 
 

2BQ1BQB MMM +=    Formül 1 ( )22
B aL

L20

Q3
M −⋅

⋅
⋅−=  

 

Kontrol için a1 = L/3 ve a2 = 2L/3 için literatürde verilen değeleri karşılaştıralım. 
 

9

L8

L20

Q3

9

L
L

L20

Q3
M

22
2

B
⋅⋅

⋅
⋅−=














−⋅

⋅
⋅−=  LQ313,0MB ⋅⋅−=  

Literatürde verilen değerin aynı. 
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C yatağınıda analog olarak hesaplarsak:ve Q1 = Q2 = Q kabul edersek: 
 

2BQ1BQB MMM +=    Formül 2 ( )22
C aL

L20

Q3
M −⋅

⋅
⋅−=  

 

Bulunur. 
 

Yatak kuvvetleri: 
 

A yatağındaki "A V" kuvveti 
 

L

AV MB

B

 

0MB =Σ   0LAM VB =⋅+   L/MA BV −=  
 

( )
L

1
aL

L20

Q3
A 22

V ⋅−⋅
⋅

⋅=  

Şekil 13-02, AV  kuvveti 
 ( )22

2V aL
L20

Q3
A −⋅

⋅
⋅=  

 

D yatağındaki "DV" kuvveti 
 

L

DVMC

C

 

0MC =Σ   0LDM VC =⋅+  L/MD CV −=  
 

( )
L

1
aL

L20

Q3
D 22

V ⋅−⋅
⋅

⋅=  

Şekil 13-03, DV  kuvveti 
 ( )22

2V aL
L20

Q3
D −⋅

⋅
⋅=  

 

C yatağındaki "CV" kuvveti 
 

2L

DVMB

B

L

CV

Q

a1

Q

a2

 

0MB =Σ   
 

0)aa(QLCL2DM 21VVB =+⋅+⋅+⋅+  

( )( ) L/MaaQL2DC B21VV ++⋅+⋅−=  

Şekil 13-04, DV  kuvveti   
 

( ) ( ) L/aL
L20

Q3
)aa(QL2aL

L20

Q3
C 22

21
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2V 






 −⋅
⋅

⋅++⋅+⋅−⋅
⋅
⋅−=  

 

 ( )22
2V a3L23

L20

Q
C ⋅−⋅⋅

⋅
=  

 

B yatağındaki "B V" kuvveti 
 

0FV =Σ      0Q2DCBA VVVV =+−−−−     Q2DCAB VVVV +−−−=  
 

( ) ( ) ( ) Q2aL
L20

Q3
a3L23

L20

Q
aL

L20

Q3
B 22

2
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2
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2V +−⋅
⋅
⋅−⋅−⋅⋅

⋅
−−⋅

⋅
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 ( ) QaL
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B 22
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BC Aralığında moment M2max 
 

2

a
Q

2

L
C

2

L3
DM 1

V
1

Vmax2 ⋅−+⋅⋅=  
 

( ) ( )
L40

aLQ20
a3L23

L40

Q
aL

L40

Q9
M 2222

max2 ⋅
⋅⋅⋅−⋅−⋅⋅

⋅
+−⋅

⋅
⋅−=  

 

 ( )aL10a3L7
L20

Q
M 22

max2 ⋅⋅−+⋅⋅
⋅

=  

 

Kontrol için a = L/3, a1 = L/3 ve a2 = 2L/3 için literatürde verilen değeleri karşılaştıralım. 
 
 

Kontrol için a1 = L/3 ve a2 = 2L/3 için literatürde verilen değeleri karşılaştıralım. 
 

 LQ2,0M max2 ⋅⋅=  
 

Literatürde verilen değerin aynı. 
 

Sehimler: 
 

Q1   den oluşan sehim   ( )2
11

21
1mQ2 a20La9L24

EJ240

Qa
w −−⋅−=  

 

Q2   den oluşan sehim   ( )2
22

22
2mQ2 a20La9L24

EJ240

Qa
w −−⋅−=  

 

Kiri ş ortasındaki toplam sehim: 
 

 2mQ21mQ2max2 www +=   
 

( ) ( )2
22

222
11

21
max2 a20La9L24

EJ240

Qa
a20La9L24

EJ240

Qa
w −−⋅−−−⋅−=  

 

Burada  a=a1 ve a2=2a kabul edersek 
 

 ( )22
max2 a180aL45L72

EJ240

Qa
w ⋅−⋅−⋅⋅

⋅
=  
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1.14. Dört aralıklı devamlı, sabit yayılı yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 14 ile verilen sistem ve zorlaması. 
 

Arananlar: Bütün kesit değerleri.   MB, ...... αE .  
 

L L L

A B C D
A' B' C'

q

L

E
D'

 

q
Ah

Av vB vC vD vE
 

Şekil 14, Sistem ve zorlaması Şekil 14-01, Sistemin SCD 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 14-01 ile görülen sistemin SCD nda 6 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 6 − 3 = 3 olduğundan, sistemimiz 3. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 14-02 ve Şekil 14-03 ile gösterilmektedir. 
 

DN DN DN

 

−
+

−
+

−
+

− −
+

−

 

Şekil 14-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 14-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 14-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir bunu Şekil 14-
04 ile gösterilmektedir. 
 

TS + BB

A B C
A' B'

q

X1 1X C'
D2X2X E

D'
3X3X

 

Şekil 14-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 14-05. Burada B, C ve D yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

E

(q)w0
20δ10 δ δ30

M

2qL /8

1

L

(q)M0

+
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+
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qL /8

01 02

B
L
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C

22

03M

qL /8
+

M 04

qL /8
+

L
3

D
L
4

q

32δδ12

+1

δ13 23δ

31M

δ33

M32

(X =1)w3 3

(X =1)M3 3

+1

A

11M

X1

B

11δ

+1

M21

22δ

21

22M

δ

C

M12

1X 2X 2X 3X

321

δ 31

(X =1)w2 2

(X =1)M2 2

3X

D

1M1(X =1)

(X =1)w1 1

E

TS  de  X  + X + X

 

Şekil 14-05, Sistemimizin genel olarak hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Şekil 14-05 ile moment ve sehimler simetri etkisiyle gösterilmiştir. 
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Burada B, C ve D yataklarında burkulma olduğundan Şekil 14-05 ile görüldüğü gibi B, C ve D 
yataklarına bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 , X2 ve X3 
momentdir ve uyum şartına göre değerleri hesaplanır.   

0XXX 133122111101 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 0XXX 333322311303 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ  

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım: 
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-10:  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

3

01M 02M

qL /82

0(q)

L L L
B C D E

1(X  =1)1

11M 12M

1

X  ile TS1

M0(q)

w

1M (X  =1)1

+1

q  ile  TS

δ11

A
1 2

q

1X X

+

10δ

4

+

2qL /8

w

L

 

Şekil 14-05-10, Sistemimizde δ10 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x
12
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x

x
1110

n

0

n

0
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EJ8

qL
M

2

01 ⋅
=   ;  

EJ8

qL
M

2

02 ⋅
=  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   0111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
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8

qL
1

3

1 2
⋅⋅⋅  

EJ24

qL3

⋅
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   0212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
8

qL
1

3

1 2
⋅⋅

EJ

L⋅  
EJ24
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⋅
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qL
Terim.2Terim.1

33

10 ⋅
+

⋅
=+=δ  ⇒ 

EJ12

qL3

10 ⋅
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b) δ11 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-11:  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1M (X  =1)1

+1

δ11

A
1 2

q

1X X4

w

L
3

L L L
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1(X  =1)1

11M 12M
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Şekil 14-05-11, Sistemimizde δ11 deformasyonu için HHD ve VYD 
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 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
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11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

1M11 =   ;  1M12 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3
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EJ3

L

EJ3

L
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⋅
+

⋅
=+  ⇒ 

EJ3

L2
11 ⋅
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c) δ12 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-12: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+1

A
L
1

B
L
2

C
L
3

L
D

4

q

E

(X  =1)1M 1

X1 2X
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12δ
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Şekil 14-05-12, Sistemimizde δ12 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2112

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

122112 MM
6

1 ⋅⋅=δ
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L
12 ⋅

=δ  

 

d) δ13 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-13: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  
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q
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Şekil 14-05-13, Sistemimizde δ13 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

  013 =δ  
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e) δ20  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-20: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  
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Şekil 14-05-20, Sistemimizde δ20 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
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M
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
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f) δ21 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-21: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  
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Şekil 14-05-21, Sistemimizde δ21 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2121

n

0
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1M21 =   ;  1M12 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

122121 MM
6

1 ⋅⋅=δ
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L
21 ⋅

=δ  

 

g) δ22  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-22: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  
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Şekil 14-05-22, Sistemimizde δ22 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
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21
x

x
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n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.122 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

h) δ23 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-23: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

A
L
1

B
L
2

C
L
3

L
D

4

q

E
2X 3X

(X  =1)M2 2
+1

+1

(X  =1)M3 3

(X  =1)3w 3
23δ

M22

M 31

 

Şekil 14-05-23, Sistemimizde δ23 deformasyonları için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
M 32

x

x
2323

n

0

⋅⋅=δ ∫   

1M23 =   ;  1M32 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

322323 MM
6

1 ⋅⋅=δ
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L
23 ⋅

=δ  

 

i) δ30  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-302: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

A

q  ile  TS

L
1

B
L
2

C
L
3

L
D

4

q

E

0M (q) 2qL /8
+

2qL /8
+

M 03 04M

iX  ile TS

2X 3X

w (q)0

+1

(X  =1)M3 3

(X  =1)3w 3
30δ 33δ

33M M 34

 

Şekil 14-05-30, Sistemimizde δ30 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 04

x

x
34

03
x

x
3330

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

1M33 =   ;  1M34 =   ;  
EJ8

qL
M

2

03 ⋅
=   ;  

EJ8

qL
M

2

04 ⋅
=  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    0333 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
8

qL
1

3

1 2
⋅⋅

EJ

L⋅  
EJ24

qL3

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    0434 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
8

qL
1

3

1 2
⋅⋅

EJ

L⋅  
EJ24

qL3

⋅
=  

 

EJ24

qL

EJ24

qL
Terim.2Terim.1

33

30 ⋅
+

⋅
=+=δ  ⇒ 

EJ12

qL3

30 ⋅
=δ  

 

j) δ31 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-31: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

A
L
1

B
L
2

C
L
3

L
D

4

q

E

(X  =1)11w
3X

+1

(X  =1)M3 3M32

δ31

 

Şekil 14-05-31, Sistemimizde δ31 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

  031 =δ  
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k) δ32 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-32: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

A
L
1

B
L
2

C
L
3

L
D

4

q

E
2X 3X

(X  =1)M2 2

(X  =1)22w

+1

+1

(X  =1)M3 3

32δ

M22

M 31

 

Şekil 14-05-32, Sistemimizde δ32 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
M 32

x

x
2332

n

0

⋅⋅=δ ∫   

1M23 =   ;  1M32 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

322332 MM
6

1 ⋅⋅=δ
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L
32 ⋅

=δ  

 

l) δ33  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 14-05-33: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

A

q  ile  TS

L
1

B
L
2

C
L
3

L
D

4

q

E

iX  ile TS

3X

+1

(X  =1)M3 3

(X  =1)3w 3

33δ

33M M 34

 

Şekil 14-05-33, Sistemimizde δ33 deformasyonu için HHD ve VYD 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 34

x

x
34

33
x

x
3333

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M33 =   ;  1M34 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    3333 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    3434 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.133 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
33 ⋅

=δ  
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Uyumluluk Şartına göre moment MB = X1 = MD = X3 ve MC = X2  
 
Simetriden dolayı X1 = X3 , δ1 = δ3 ve bundan dolayı MB = MD dir. Diğer taraftan δ13 = δ31 = 0 dır. 
 

0XXX 133122111101 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 
0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 0XXX 231222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ  

 
Burada δ1 i ele alıp X1 değerini X2 ye göre hesaplayalım: 
 
 

0
EJ6

L
X

EJ3

L2
X

EJ12

qL
21

3
=⋅+⋅+  İki tarafı 

L

EJ12
 ile genişletelim 

 
 0X2X8qL 21

2 =⋅+⋅+   

 

δ1 formülünden 
8

X2qL
X 2

2

1
+−=   

 
X1 değerini δ2 formülünü işleyip yerleştirirsek: 
 
 0XXX 231222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   

 0
EJ6

L
X

EJ3

L2
X

EJ6

L
X

EJ12

qL
121

3
=⋅+⋅+⋅+  İki tarafı 

L

EJ12
 ile genişletelim 

 0X8X4qL 21
2 =++   

 0X8
8

X2qL
4qL 2

2
2

2 =++−  İki tarafı 2 ile genişletelim 

 0X16X2qLqL2 22
22 =+−−   

 

 0X14qL 2
2 =+  

14

qL
MX

2

C2 −==  

 

Burada 1/14= 0,0714 dür ve değer literatürdeki değere eşittir. 2
C2 Lq0714,0MX ⋅⋅−==  

 
X2 değerini X1 formülüne yerleştirirsek: 
 

8

X2qL
X 2

2

1
+−=














−⋅−−=

8

qL

8

2

8

qL 22
 

28

qL3
MMX

2

DB1 −===  

 

Burada 3/28= 0,1071 dir ve değer literatürdeki değere eşittir. 2
DB1 Lq1071,0MMX ⋅⋅−===  

 
A ve E yatakları uç yataklar olduğundan momentleri sıfırdır.  0MM EA ==  
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M (q) qL /8 w(q)

SCD

2

A
1 2

q

qL /82

Aα

Bα = 0−
+

−
+

−
+

−

3

− 3qL
56

2

maxM4qL
56

2

14
qL−

2

L/2
x

2

28
qL

2

− 3qL
28

Mmax

56

24qL

V(q)

28
15qL

13qL
28

28
13qL

0,9286.qL1,1429.qL

28
17qL

28
15qL

11qL
28

+

−

= 0αC

w21w 3w
1maxw 3maxw

LDN LDN LL DN DN

4

qL /82

23qL−
28
−

28
qL2

23qL−
56

11qL
28

4

C= 0

w D
w4max

α

α

w2max

E

2

− 5qL
56

25qL−
56

17qL
28

−−−
+ + + 0,3929.qL

0,3929.qL

1,1429.qL

B C D E
xxD

 

Şekil 14-06, Sistemdeki moment, çapraz kuvvet ve sehim dağılımı 
 

Yatak kuvvetleri:  
 

Simetriden dolayı A ve E yataklarının kuvvetleri eşittir. 
 

L

q

E
qL

L/2 V

MD

 

VV EA =  

LE
2

qL
M V

2

D ⋅−=    LE
2

qL

28

qL3
V

22
⋅−=−  

28

qL3

2

qL
EV −=  

Şekil 14-07, Yatak kuvvetleri 
 

qL392857,0
28

qL11
AE VV ⋅=⋅==  

 

Bu değer literatürdeki değere eşittir.  qL3929,0AE VV ⋅==  

 

Simetriden dolayı B ve D yataklarının kuvvetleri eşittir. 
 

L

q

E

2qL

V

MC

L
DV

 

VV DB =  

2
VVC qL2LDL2EM ⋅−⋅+⋅=  

2
V

22
Lq2LD

14

qL11

14

qL ⋅⋅−⋅+=−  

14

qL11

14

qL
qL2DV −−=  

Şekil 14-08, Yatak kuvvetleri 
 

qL1429,1
7

qL8
BD VV ⋅=⋅==  

 

Bu değer literatürdeki değere eşittir.  qL1429,1BD VV ⋅==  

 

C yatağının kuvveti. 
 

0FV =Σ    0qL4EDCBA VVVVV =−++++    VV EA =  und VV DB =  

0qL4CB2A2 VVV =−+⋅+⋅    0qL4CLq
7

8
2Lq

28

11
2 V =−+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅  

 

( )321156
14

qL
Lq

14

32
Lq

14

11
qL4CV −−⋅=⋅⋅−⋅⋅−=  qL92857,0qL

14

13
CV ⋅=⋅=  

 

Bu değer literatürdeki değere eşittir.  qL9286,0CV ⋅=  
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Momentler:  
 

Aralıkların orta noktalarındaki momentler M1m = M4m ve M2m = M3m 
 

1. Aralığın kapama çizgisinin ortasında teorik moment MGm1 = qL2/8 ve kapama çizgisi ile kirişin 
arasında moment MB/2 kadardır. Buna göre kirişin orta noktasındaki moment: 
 

56

qL3

8

qL

2

M
MMM

22
B

1Gmm4m1 −=−==  ⇒ 2
2

m4m1 qL0714,0
14

qL
MM ⋅===  

 

56

qL5

8

qL

2

MM
MMM

22
CB

2Gmm3m2 −=+−==  ⇒ 2
2

m3m2 qL0357,0
28

qL
MM ⋅===  

 

Maksimum momentler M1max = M4max: 
 

Maksimum moment çapraz kuvvetin sıfır olduğu yerdedir.  
 

x

qx E

 

VExq =⋅  

q28

qL11

q

E
x V

⋅
==  

28

L11

q

E
x V ⋅==  

Şekil 14-09, Çapraz kuvvetin sıfır olduğu yer  L3929,0x ⋅=  
 

V(q)

+

− 11qL
2832qL

28

L−x x

L

E

D

 

( ) x28

qL11

xL

DVa

⋅
=

−
 

( )
x28

xLLq11
DVa ⋅

−⋅⋅⋅=
28

Lq11

x28

Lq11 2 ⋅⋅−
⋅
⋅⋅=  

28

Lq17
DVa

⋅⋅=  

Şekil 14-10, DVa kuvveti  Lq6071,0DVa ⋅⋅=  
 

x

q

E
qx

x/2 V

M4max

 

2

Vmax4 28

L11

2

q

28

L11

28

qL11

2

x
qxxEM 







⋅−⋅=⋅−⋅=  

22

max4 28

L11

2

q

28

L11
qM 







 ⋅⋅−






 ⋅⋅=  

Şekil 14-11, Maksimum moment  
2

max4 28

L11

2

q
M 







 ⋅⋅=  

 

max4max1 MM =  2
max1 qL0772,0M ⋅=  

2

max1 28

L11

2

q
M 







 ⋅⋅=  

 

2
max1 qL0772,0M ⋅=  

Bu değerler literatürdeki değerlere eşittir.  
2

max4 qL0772,0M ⋅=  
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Maksimum momentler M2max = M3max: 
 

Maksimum moment çapraz kuvvetin sıfır olduğu yerdedir.  
 

x

qx DVü

 

VaVVü DDD −=  

28

qL15

28

qL17

28

qL32
DVü =−=  

28

qL15
DVü =  

Şekil 14-12, Çapraz kuvvetin sıfır olduğu yer  Lq5357,0DVü ⋅⋅=  
 

L
28

15

q

D
x Vü

D ⋅==  L5357,0xD ⋅=  

 

L
E

qL

V

M 3max

x
DV

qx

x/2

 
Şekil 14-13, Maksimum moment 

 

( )
2

x
xqx

2

L
LqxDxLEM DDVDVmax3 ⋅⋅−







 +⋅⋅−⋅++⋅=  

 

28

L15

28

L15

2

q

28

L15

2

L
Lq

28

L15

28

qL32

28

L15
L

28

qL11
M max3 ⋅⋅−







 +⋅⋅−⋅+






 +⋅=   
1568

Lq57
M max3

⋅⋅=  

 

Lq0364,0M max3 ⋅⋅=  
Bu değerler literatürdeki değerlere eşittir.  

Lq0364,0M max2 ⋅⋅=  
 

Sehimler:  
 

Uç aralıkların ortalarındaki sehimler wmAB = wmDE : 
 

Burada problem tek kiriş olarak kabul edilir ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde 
ve yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 14-14. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

F = 1 TS  de  F

M0 (q) 1M (F =1)
+

q

−
3qL
28

2

2qL
8

+

−

− −

L
4

mw

−

D E

 

Şekil 14-14, Sistemimizde uç aralık sehimleri için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

DE kirişinde sehim wmDE  şu şekilde hesaplanır: 
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 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mww 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1mABmDE ⋅⋅+⋅⋅== ∫∫

=

=

=

=
  

 

4

L
M1 =   ;  

28

qL3
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
4

1 ⋅⋅
EJ3

L

⋅
 =

EJ

L

28

qL3

4

L

4

1 2
⋅













−⋅⋅  

EJ448

qL3 4

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ3

L

⋅
 =

EJ

L

8

qL

4

L

12

5 2
⋅⋅⋅  

EJ384

qL5 3

⋅
=  

 

EJ2688

qL35

EJ2688

qL18

EJ384

qL5

EJ448

qL3
ww

3434

mABmDE ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−==  ⇒ 

EJ2688

qL17
ww

4

mABmDE ⋅
==  

 

4
mDE Lq006324,0w ⋅⋅=  

Bu değerler literatürdeki değerlere eşittir.  
4

mAB Lq006324,0w ⋅⋅=  
 

Orta aralıkların ortalarındaki sehimler wmBC = wmCD : 
 

Simetriden dolayı aralık ortasındaki sehim ile maksimum sehim aynıdır ve Virtüel Yükleme 
durumunda sehimin arandığı yerde ve yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 14-15. 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

MM
Mw 02

Lx

0x
1

DC
Lx

0x
1m ⋅⋅+⋅+⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de  F

M0 (q) 1M (   =1)

TS  de  q q

qL /82

F

−F
+ +L/4

wm

L

C D

CM MD

 

Şekil 14-15, Orta aralıktaki sehim 
 

BC kirişinde sehim wmBC  şu şekilde hesaplanır: 
 

4

L
M1 =   ;  

14

qL
M

2

C −=   ;  
28

qL3
M

2

D −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←    ML RM  İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim     ( )DC1 MMM
2

1 +⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

28

qL3

14

qL

4

L

2

1 22
⋅













−−⋅⋅  

EJ168

qL5 4

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
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2. Terim    021 MM
12

5 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

qL

4

L

12

5 2
⋅⋅⋅  

EJ384

qL5 4

⋅
=  

 

EJ2688

qL35

EJ2688

qL60

EJ384

qL5

EJ224

qL5
w

4444

mBC ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=  ⇒ 

EJ2688

qL25
w

4

mBC ⋅
−=  

 

Yataklarda eğim açıları 
 

Simetriden dolayı: 
 

C yatağında eğim açısı sıfırdır "αC = 0".  

 

A ve E yataklarında eğim açıları biri birine eşittir " αA = αE = 0": 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M = 1

TS  de  M

M0 (q) 1M (M =1)

TS  de  q

+

q

−

2qL
8

+

Eα

+1
+1/2

DM

D E

 

Şekil 14-16, A ve D yataklarında eğim açıları 
 

A ve E yataklarında eğim açıları Şekil 14-16 ile şu şekilde hesaplanır: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1B ⋅⋅+⋅⋅=α ∫∫

=

=

=

=
  

 

1M1 =   ;  
28

qL3
M

2

01 −=   ;  
8

qL
M

2

02 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    011 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

28

qL3
1

6

1 2
⋅













−⋅⋅  

EJ56

qL3

⋅
−=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    021 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

8

qL
1

3

1 2
⋅⋅⋅  

EJ24

qL3

⋅
=  

 

EJ168

qL7

EJ168

qL3

EJ24

qL

EJ56

qL 3333

AE ⋅
+

⋅
−=

⋅
+

⋅
−=α=α  ⇒ 

EJ42

qL3

AE ⋅
=α=α  

B ve D yataklarında eğim açıları biri birine eşittir " αB = αD = 0": 
 

EJ

L

EJ8

qL
1

3

1

EJ

L

28

qL3
1

3

1 22

DB ⋅
⋅

⋅⋅+⋅













−⋅⋅=α=α  ⇒ 

EJ168

qL3

DB ⋅
=α=α  

 

Böylece bütün kesit büyüklükleri bulunmuş olur. 
 

Dikkat: Bu örnek "Vinç yolları" hesabında da kullanılır. 
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1.15. Dört aralıklı devamlı, birinci aralıkta herhangi bi r yerde tek yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 15 ile verilen sistem ve zorlaması. 
Arananlar: Bütün kesit değerleri.   MB, ...... αE .  
 

L L
A B C1 2

L
D3

Q
ba1 1

L
E4

 

Q
Ah

Av vB vC vD vE

 

Şekil 15, Sistem ve zorlaması Şekil 15-01, Sistemin SCD ı 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 15-01 ile görülen sistemin SCD nda 6 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 6 − 3 = 3 olduğundan, sistemimiz 3. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 15-02 ve Şekil 15-03 ile gösterilmektedir. 
 

A

1

B C D

3

2 4 E

 

A

1

B

C

D

3

2 4 E

 

Şekil 15-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 15-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 15-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir, Şekil 15-04 ile 
gösterilmektedir. 
 

TS + BB

A B C
1 2X1 1X 3

2X2X

Q

43 3D
X X

E

 

Şekil 15-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 15-05. Burada B, C ve D yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

E

1a

(Q)0M

(Q)w0

TS  de  Q

A

1b

= 0

01M 02M

δ

QM

+

10 δ 20

L
B1

Q

L
C2

M 0403M

δ = 030

L
D3

L
4

δ 22 22w (X =1)

31

13δ δ23

12δ

M (X =1)

(X  =1)

+1

δ 33

32M

32δ

w3 3

M3 3

BA

1

11M

X

+1

M 21

11δ

M 22

δ 21

21

M

+1

12

X X 2

C

X

+ X

(X  =1)

(X  =1)

(X  =1)

δ 31

M 2 2

w1 1

TS  de  X   + X

33 X

D

X

M 11

E

1 2 3

 

Şekil 15-05, Sistemimizin genel olarak hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Şekil 15-05 ile moment ve sehimler simetri etkisiyle gösterilmiştir. 
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Burada B, C ve D yataklarında burkulma olduğundan Şekil 15-05 ile görüldüğü gibi B, C ve D 
yataklarına bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 , X2 ve X3 
momentdir ve uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 
 

 0XXX 133122111101 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım. Şekil 15-05 ile gösterilmiş genel görünüme göre problemin 
daha anlaşılır halde görülmesi için detay resimler verilmiştir:  
 

a) δ10 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-10: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1

1a

(Q)0M

(Q)w0

TS  de  Q

A

1b

+

δ
M Q

10

L
B

M 01

1

Q

C
L

M 02

2

+1

A

1

M11

X

B

X

wδ11
(X =1)11

TS  de  X

M12M

C

(X =1)1 1

1

 

Şekil 15-05-10, δ10 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x
12

01
x

x
1110

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  
L

baQ
M 11

01
⋅⋅=   ;  1M12 =   ;  ;  0M02 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  






 −⋅⋅⋅
L

b
1MM

6

1
0111 EJ

L⋅  = 






 +⋅⋅⋅⋅⋅
L

b
1

L

baQ
1

6

1 111

EJ

L⋅  






 +⋅
⋅

⋅⋅=
L

b
1

EJ6

baQ 111
 

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
2. Terim       0    0=  

 

0
L

a
1

EJ6

baQ
Terim.2Terim.1 111

10 +






 +⋅
⋅

⋅⋅=+=δ  ⇒ 






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ
L

b
1

EJ6

baQ 111
10  

 

b) δ11 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-10: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.111 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-12:  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1a

(Q)0M

TS  de  Q

A

1b

L
B

M 01

1

Q

L

02M

2 C

A

TS  de  X  + X

2(X =X =1)

(X =1)

(X =1)
+1

21

12δ δ21

M

1,2w 1

2M
+1

2

X1

M12

B

X 2

1M 1

C

1 2

 

Şekil 15-05-12, δ12 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2112

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122112 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
12 ⋅

=δ  

 

d) δ13 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-13:  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

+1

1a

TS  de  Q

A

1b

L
B1

Q

L
C2

δ13

M31

A

1

M11

X

(X =1)w1 1

(X =1)M3 3

B

(X =1)M1 1

TS  de  X
C

1

 
Şekil 15-05-13, δ13 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 

 

   
 013 =δ   1M13 =   ;  0M31 =  dx

EJ

M
M 13

x

x
3113

n

0

⋅⋅=δ ∫  
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e) δ20  deformasyon değerinin hesabı:             δ20 = 0 
 

f) δ21 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-21: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1a

(Q)0M

TS  de  Q

A

1b

L
B

M 01

1

Q

L

02M

2 C

A

TS  de  X  + X

(X =1)

(X =X =1)2

(X =1)
+1

21M

12δ 21δ

2

+1

M 2

1,2w 1

X1

M12

B

X 2

1M 1

C

1 2

 

Şekil 15-05-21, δ21 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2121

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122121 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
21 ⋅

=δ  

 

g) δ22  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-22: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

C

1ba1

TS  de  Q

L
A 1

Q

L
B 2 C

B

2

21

+1

M

X

2w22δ (X =1)2

TS  de  X

M

2

22M

X

(X =1)2 2

D
2

 

Şekil 15-05-22, δ22 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.22 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  

 

h) δ23  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-23: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

0

T S  de  Q

M

B

(Q )

C
L

M 02

2
L

03M

3 D

T S  de  X   +  X

3

(X  =1)

(X  =X  =1)

(X  =1)
+1

31

22δ δ31

M

2,3w 2

3M
+1

3

X2

M 22

C

X 3

2M 2

D

2 3

 

Şekil 15-05-23, δ23 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 31

x

x
2223

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M22 =   ;  1M31 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

3122 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L

⋅
=  

i) δ30  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-30: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M0

0w (Q)

TS  de  Q

M

C

(Q) M 0403

δ30= 0

L
D3 E

L
4

(X =1)

(X =1)

3

X

M 31

δ 33

C

M 32 33M
+1

w3 3

33

D

X

TS  de  X
E

 

Şekil 15-05-30, δ30 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 04

x

x
32

03
x

x
3130

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

 1M31 =  0M03 =  1M32 =  1M04 =   

 
    

 

  030 =δ  



 A l ı ş t ı r m a    ç ö z ü m l e r i  
 

44_06_4_alistirma-cozumleri www.guven-kutay.ch 23 Şubat 2015 
 

89 

j) δ31  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-31: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

ED

TS  de  Q

L
4

TS  de  X
E

M

w

M
+1

M 32

δ 31

D

3

1dM

X

(X  =1)

(X  =1)3 3

1 1

(X  =1)3 3

3

 

Şekil 15-05-31, δ31 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

0M d1 =  ;  1M32 =  dx
EJ

M
M 32

d131 ⋅⋅=δ ∫  031 =δ  

 
k) δ32  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-32: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

DC

TS  de  Q

L
3

TS  de  X   + X

M 31

δ32

2

+1

22M

C

X

M (X  =1)3

+1

3

2w 2(X  =1)

3

2M 2(X  =1)

D

X

2 3

 

Şekil 15-05-32, δ232 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 31

x

x
2232

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M22 =   ;  1M31 =  

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

3122 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ6

L
32 ⋅

=δ  
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l) δ33  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 15-05-33: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de  Q

L
C 3

L
D 4

(X =1)

(X =1)

TS  de  X

31

33δ

E

M

C

w3

32

33

+1

M

D

X X

M3

E

3

3

3

 

Şekil 15-05-33, δ33 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 32

x

x
32

31
x

x
3133

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M31 =   ;  1M32 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    3131 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    3232 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.33 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
33 ⋅

=δ  



 A l ı ş t ı r m a    ç ö z ü m l e r i  
 

44_06_4_alistirma-cozumleri www.guven-kutay.ch 23 Şubat 2015 
 

91 

Uyumluluk Şartına göre momentler MB = X1 , MC = X2 ve MD = X3  
 

 0XXX 133122111101 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

 00X
EJ6

L
X

EJ3

L2
X

L

b
1

EJ6

baQ
321

111 =⋅+
⋅

⋅+
⋅
⋅⋅+







 +⋅
⋅

⋅⋅
 x JE6 ⋅⋅  

F I 0LXL4X
L

b
1baQ 21

1
11 =⋅+⋅⋅+







 +⋅⋅⋅  
4

X

L

b
1

L4

baQ
X 2111

1 −






 +⋅
⋅

⋅⋅=  

 

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

 0
EJ6

L
X

EJ3

L2
X

EJ6

L
X0 321 =

⋅
⋅+

⋅
⋅⋅+

⋅
⋅+  x 

L

JE6 ⋅⋅
 

F II 0XX4X 321 =+⋅+  0XX4X 321 =+⋅+  
 

 0XXX 333322311303 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

 0
EJ3

L2
X

EJ6

L
X00 32 =

⋅
⋅⋅+

⋅
⋅++  x 

L

JE6 ⋅⋅
 

F III 0X4X 32 =⋅+  4/XX 23 −=  
 

F III değerini F II ye yerleştirirsek: 
 

0
4

X
X4X 2

21 =−⋅+            

4

X15
X 2

1
⋅−=  

 

Bu değeri F I e yerleştirirsek: 

F I 
4

X

L

b
1

L4

baQ

4

X15 21112 −






 +⋅
⋅

⋅⋅=⋅−   

 

Böylece: 
 

MC = X2 






 +⋅
⋅
⋅⋅==

L

b
1

L14

baQ
XM 111

2C  

 

MB = X1 
4

X15
X 2

1
⋅−=  







 +⋅
⋅

⋅⋅⋅−==
L

b
1

L56

baQ15
XM 111

1B  

 

MD = X3 
4

X
X 2

3 −=  






 +⋅
⋅
⋅⋅−==

L

b
1

L56

baQ
XM 111

3D  

 

Q

+

1a

(Q)M

L
Qab

SCD

vA A

Ah

1b

M

−
B

M
+

C

Bv
B

L

1 C

L

2

Cv

DM

DDv

L

3
E

L

4

vB
−

αA

Bα

Avv
E +

αC

Cv

Q

(q)

(q)

Dα

w

Dv

vE V

 

Şekil 15-06, Sistemimizde M, V ve w dağılımı 
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Yatak kuvvetleri 
Av kuvveti: 

1VB bQLAM ⋅−⋅=  
 

( ) L/bQMA 1BV ⋅−−=  

 

L

bQ

L

b
1

L56

baQ15
A 11

2
11

V
⋅−







 +⋅
⋅

⋅⋅⋅−=  
AV 1

L
1a b

Q

B
M B

 
  

Şekil 15-07, Yatak kuvveti AV  ( ) L/bQMA 1BV ⋅−−=  

Bv kuvveti: 

A V
1

L
a1 b

Q

B V

L

M
C C

 

( ) LBbLQL2AM V1VC ⋅++⋅−⋅=  

Şekil 15-08, Yatak kuvveti BV 
 ( )1V

C
V bL

L

Q
A2

L

M
B +⋅−⋅−=  

Cv kuvveti: 

A V
1

L
a1 b

Q

B V

L

CV

L

D
M D

 

( ) VV1VD LCLB2bL2QLA3M +++⋅−=  

Şekil 15-09, Yatak kuvveti CV 
 ( ) V1V

D
V B2bL2

L

Q
A3

L

M
C −+⋅+⋅−=  

Ev kuvveti: 

MD D

L
EV

 

LEM VD ⋅=  

Şekil 15-10, Yatak kuvveti EV  L/ME DV =  

Dv kuvveti: 
 

VVVVVV EDCBQA0F ++++−==Σ  
 

 VVVVV ECBQAD −−−+−=  

 

1. Aralıkta kuvvetin olduğu yerdeki moment, max moment 
 

1. aralıkta kuvvetin etkilediği kesitte moment maksimumdur.  
 

A

Q
a1

V

M

+

max

 

1VQ1 aAM ⋅=  

Şekil 15-10, max Moment  1VQ1 aAM ⋅=  

 



 A l ı ş t ı r m a    ç ö z ü m l e r i  
 

44_06_4_alistirma-cozumleri www.guven-kutay.ch 23 Şubat 2015 
 

93 

Sehim  
 

Kuvvetin olduğu yerdeki sehim. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

1a

Q ab
L

A +

vA

(Q )M

SC D
A h

A

L

Q

b1a11b

M− B

B +

B v
B

F−

a.b
L

(Q )M   1

 

Şekil 15-10, AB aralığındaki sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Burada problemi tek kiriş olarak düşünür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde ve 
yönde birim kuvveti 1F =  var sayılır, Şekil 15-10. 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x
1

01
Lx

0x
1mAB ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫

=

=

=

=
  

 

L

ba
M 11

1
⋅=   ;  B01w MM =   ;  

L

bQa
M 11

02w =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    






 +⋅⋅⋅
L

a
1MM

6

1 1
01w1 EJ

L⋅   

      






 +⋅














 +⋅
⋅

⋅⋅⋅−⋅⋅⋅
L

a
1

L

b
1

L56

baQ15

L

ba

6

1 111111   

 

İntegral tablosundan  ↓  ← 

a b

   
a b

 İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    02w1
11

2
1

2
1

2
MM

ba6

baL ⋅⋅
⋅⋅
−−

EJ

L⋅   

 

 











⋅

⋅
−−+







 +⋅⋅
⋅⋅

⋅= 02w
11

2
1

2
1

2
1

01w
1

mAB M
ba

baL

L

a
1M

JE6

ML
w  

 
Böylece bütün kesit büyüklükleri bulunmuş olur. 
 

Dikkat: Bu örnek "Vinç yolları" hesabında da kullanılır. 
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1.16. Dört aralıklı devamlı, ikinci aralıkta herhangi bir  yerde tek yük etkisindeki sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 16 ile verilen sistem ve zorlaması.  
Arananlar: Bütün kesit değerleri.   MB, ...... αE .  
 

L L
A B C1 2

L
D3

Q
cb2 2

L
E4

 

Q
A h

A v vB vC vD vE

 

Şekil 16, Sistem ve zorlaması Şekil 16-01, Sistemin SCD ı 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi "n" nin belirlenmesi 
Şekil 16-01 ile görülen sistemin SCD nda 6 bilinmeyen ve 3 denge denklemimiz olduğuna göre; 
n = 6 − 3 = 3 olduğundan, sistemimiz 3. dereceden hiperstatik sistemdir. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 16-02 ve Şekil 16-03 ile gösterilmektedir. 
 

A B1

2

C 3 D

4

E

 

A 1 B

2

C

3 D
4 E

 

Şekil 16-02, Niteliksel eğilme deformasyonu Şekil 16-03, Niteliksel moment dağılımı 
 

Şekil 16-01 ile sistemin SCD nı çizdik. Bu statik belirli sistem Temel Sistemimizdir, Şekil 16-04 ile 
gösterilmektedir. 
 

TS + BB

A 11 X 1B

Q

X 2
32 2C

X X
D33 X X

E
4

 

Şekil 16-04,Statik belirli temel sistemimiz 
 

Şimdi sistemizin Hakiki Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizilir, bkz 
Şekil 16-05. Burada B, C ve D yatakları mafsallı kabul edildiğinden her aralık bağımsızdır. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

E

(Q)0M

(Q)w0

TS  de  Q

A

2 2cb

01M 02M

10

M

δ

Q

+

L
B1

Q

L
C2

M 0403M

δδ20 = 030

L
D3

L
4

22δ 22w (X =1)

31

2313δ δ

12δ

M (X =1)

(X =1)

+1

δ33

32M

δ32

w3 3

M3 3

BA

1

11M

X

+1

M 21

11δ

M22

δ 21

21

M

+1

12

X X 2

C

X

+ X

(X =1)

(X =1)

(X =1)

δ 31

M2 2

w1 1

TS  de  X  + X

33 X

D

X

M 11

E

1 2 3

 

Şekil 16-05, Sistemimizin genel olarak hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Şekil 16-05 ile moment ve sehimler gösterilmiştir. 
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Burada B, C ve D yataklarında burkulma olduğundan Şekil 16-05 ile görüldüğü gibi B, C ve D 
yataklarına bilinmeyen büyüklük Xi (i=1, 2, … , n) i ekleyelim. Bizim sistemimizde X1 , X2 ve X3 
momentdir ve uyum şartına göre değerleri hesaplanır. 
 

 0XXX 133122111101 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   

 0XXX 233222211202 =δ⋅+δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

Burada değerleri sırasıyla hesaplayalım:  
 

a) δ10  deformasyon değerinin hesabı: 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

M

(Q)0w

A

(Q)M0

TS  de  Q
2 2cb

+

M

δ10

Q

L
B

01M

1

Q

L
C

M 02

2

A

+1

δ11

(X =1)1w 1

11

11 M12

X

B

X

(X =1)M1 1

TS  de  X
C

1

 

Şekil 16-05-10, δ10 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 02

x

x

12
01

x

x

1110

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  0M 01 =   ;  1M12 =   ;  
L

cbQ
M 22

02

⋅⋅=  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  dx
EJ

M
M 01

x

x

11

n

0

⋅⋅∫     = 0 0=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
b c

 İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim 






 −⋅⋅⋅
L

c
1MM

6

1 2
0212 EJ

L⋅  

EJ

L

L

c
1

L

cbQ
1

6

1 222 ⋅






 +⋅⋅⋅⋅⋅=  






 +⋅
⋅

⋅⋅=
L

c
1

EJ6

cbQ 222
 

 








 +⋅
⋅

⋅⋅+=+=δ
L

c
1

EJ6

cbQ
0Terim.2Terim.1 222

10  ⇒ 






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ
L

c
1

EJ6

cbQ 222
10  

 

a) δ11 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-11: 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 12

x

x
12

11
x

x
1111

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M11 =   ;  1M12 =  
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Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

C

2 2cb
TS  de  Q

A
L

B1
L
2

Q
BA

1

11M

X

+1

w
11δ (X =1)1 1

M

TS  de  X

1

M12

X

(X =1)1 1

C
1

 

Şekil 16-05-11, δ11 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim   1111 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim   1212 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim.2Terim.111 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
11 ⋅

=δ  

 

c) δ12 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-12:  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

cb2 2

TS  de  Q

B

Q

C
L
2

TS  de  X  + X

X

δ12

12M

1

+1

B

X

(X =1)

(X =1)

w2 2

M

M
+1

21

2 2

2

(X =1)

2

M1 1

C
1

 

Şekil 16-05-12, δ12 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x
2112

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122112 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
12 ⋅

=δ  

 

d) δ13 deformasyon değerinin hesabı,              δ13 = 0 
 

e) δ20  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-20:  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

b c22

+

M(Q)0M

w (Q)0

QM

TS  de  Q

B

Q

02

δ20

C
L
2 D

L
3

2

(X =1)

(X =1)

X

21M

B

M2 222M

δ22

+1

w2 2

22

C

X

TS  de  X
D

 

Şekil 16-05-20, δ20 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 03

x

x

22
02

x

x

2120

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M 21 =   ;  
L

cbQ
M 22

02

⋅⋅=   ;  1M 22 =   ;  ;  0M 03 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←    
b c

 İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim 






 −⋅⋅⋅
L

b
1MM

6

1 2
0221 EJ

L⋅  

EJ

L

L

b
1

L

cbQ
1

6

1 222 ⋅






 +⋅⋅⋅⋅⋅=  






 +⋅
⋅

⋅⋅=
L

b
1

EJ6

cbQ 222
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
2. Terim          0  = 0 0=  

 
 

0
L

b
1

EJ6

cbQ
Terim.2Terim.1 222

20 +






 +⋅
⋅

⋅⋅=+=δ  ⇒ 






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ
L

b
1

EJ6

cbQ 222
20  

 

f) δ21 deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-21: 
 

 dx
EJ

M
M 12

x

x

2121

L

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M21 =   ;  1M12 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
122121 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
21 ⋅

=δ  
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Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

2 2cb

TS  de  Q

B

Q

L
C2

TS  de  X  + X

21M

δ 21

1

+1

12M

B

X

(X =1)

(X =1)M
+1

2 2

w1 1

(X =1)

2

M1 1

C

X

1 2

 

Şekil 16-05-21, δ21 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

g) δ22  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-22: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

2 2cb

B

TS  de  Q
Q

L
C2

L
D3

+1

B

2

21M

X

δ22
(X =1)2w 2

2

M22

C

X

(X =1)M2 2

TS  de  X
D

2

 

Şekil 16-05-22, δ22 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 22

x

x
22

21
x

x
2122

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M21 =   ;  1M22 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    2121 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    2222 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.22 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
22 ⋅

=δ  
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h) δ23  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-23: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

DC

TS  de  Q

L
3

M

δ

2

+1

C

X

w

23

3

M31
+1

3M

(X =1)3

3(X =1)

TS  de  X  + X  

3

22 2M

X

D

2

2(X =1)

3

 

Şekil 16-05-23, δ23 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 31

x

x

2223

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M 22 =   ;  1M 31 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
312223 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
23 ⋅

=δ  

 

i) δ30 deformasyon değerinin hesabı,              δ30 = 0 
 

j) δ31  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-31: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

ED

TS  de  Q

L
4

M
+1

32

31δ

3

1dM

D

X

(X  =1)

3M 3(X  =1)

1w 1

1M 1(X  =1)

TS  de  X
E

3

 

Şekil 16-05-31, δ31 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 32

x

x
d131

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

0M d1 =   ;  1M32 =  
 

                               δ31 = 0 
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k) δ32  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-32: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS  de  Q

C
L

D3

TS  de  X  + X

X

+1

M31

32δ

2

22

+1

M

C

X

w (X =1)

M3 3(X =1)

2 2

3

(X =1)M2 2

2
D

3

 

Şekil 16-05-32, δ32 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
M 31

x

x
2232

n

0

⋅⋅=δ ∫   

 

1M22 =   ;  1M31 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

EJ

L
MM

6

1
312232 ⋅⋅⋅=δ  =

EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
32 ⋅

=δ  

 

l) δ33  deformasyon değerinin hesabı, Şekil 16-05-33: 
Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

 

Şekil 16-05-33, δ33 deformasyon değeri için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
M 32

x

x
32

31
x

x
3132

n

0

n

0

⋅⋅+⋅⋅=δ ∫∫   

 

1M31 =   ;  1M32 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    3131 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

2. Terim    3232 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  = 11
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  
EJ3

L

⋅
=  

 

EJ3

L

EJ3

L
Terim 2.Terim 1.33 ⋅

+
⋅

=+=δ  ⇒ 
EJ3

L2
33 ⋅

=δ  

 

Uyumluluk Şartına göre momentler MB = X1 , MC = X2 ve MD = X3 
 

0X0X
EJ6

L
X

EJ3

L2

L

c
1

EJ6

cbQ
321

222
1 =⋅+⋅

⋅
+⋅

⋅
+






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ  
 

L

EJ6
x  

 

0XX4
L

c
1

L

cbQ
21

222 =+⋅+






 +⋅⋅⋅
 

 







 +⋅
⋅

⋅⋅−−=
L

c
1

L4

cbQ

4

X
X 2222

1  
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0X
EJ6

L
X

EJ3

L2
X

EJ6

L

L

b
1

EJ6

cbQ
321

222
2 =⋅

⋅
+⋅

⋅
+⋅

⋅
+






 +⋅
⋅

⋅⋅=δ  
 

L

EJ6
x  

 

0XX4X
L

b
1

L

cbQ
321

222 =+⋅++






 +⋅⋅⋅
 

 

4

X

4

X

L

b
1

L4

cbQ
X 31222

2 −−






 +⋅
⋅

⋅⋅−=  

 

0X
EJ3

L2
X

EJ6

L
00 323 =⋅

⋅
+⋅

⋅
++=δ  

 

L

EJ6
x  

 

0X4X 32 =⋅+   

4

X
X 2

3 −=  

 

16

X

L

b
1

L16

cbQ

16

X

L

bc
1

L4

cbQ
X 22222222

2 +






 +⋅
⋅

⋅⋅++






 +⋅
⋅

⋅⋅−=  

 
 

( )22
22

2C cb4L3
L14

cbQ
XM −⋅+⋅⋅

⋅
⋅⋅−==  

 

Q=1, L=1 ve b2=c2=L/2 alınırsa literatürdeki değer bulunur:  MC = X2 = − 0,080.QL bulunur, bu 
sonuç formülümüzün doğruluğunu gösterir. 
 








 +⋅
⋅

⋅⋅−−==
L

c
1

L4

cbQ

4

X
XM 2222

1B  ( )22
22

1B c15b4L11
L56

cbQ
XM ⋅+−⋅⋅

⋅
⋅⋅−==  

 

Q=1, L=1 ve b2=c2=L/2 alınırsa literatürdeki değer bulunur:  MB = X1 = − 0,074.QL bulunur, bu 
sonuç formülümüzün doğruluğunu gösterir. 
 

4

X
XM 2

3D −==  ( )22
22

3D cb4L3
L56

cbQ
XM −⋅+⋅⋅

⋅
⋅⋅==  

 

Q=1, L=1 ve b2=c2=L/2 alınırsa literatürdeki değer bulunur:  MD = X3 = 0,020.QL bulunur, bu 
sonuç formülümüzün doğruluğunu gösterir. 
Yatak kuvvetleri 
 

Q=1, L=1 ve b2=c2=L/2 alınırsa literatürdeki değer bulunur ve bu sonuç formüllerimizin 
doğruluğunu gösterir. 
 

Av kuvveti: 

LAM VB ⋅=         L/MA BV =  Q074,0A V ⋅−=  

 

Bv kuvveti: 

LBcQL2AM V2VC ⋅+⋅−⋅=   L/cQA2L/MB 2VCV ⋅+−=  Q567,0BV ⋅=  

 

Cv kuvveti: 
( ) LCL2BcLQL3AM VV2VD ⋅+⋅++⋅−⋅=  

            ( ) V2V
D

V B2cL
L

Q
A3

L

M
C −+⋅+−=  Q607,0CV ⋅=  

 

Ev kuvveti: 

LEM VD ⋅=         L/ME DV =  Q020,0EV ⋅=  

 

Dv kuvveti: 

0FV =Σ          VVVVV ECBAQD −−−−=  Q121,0DV ⋅−=  
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2. Aralıkta maksimum moment 
 

2. aralıkta kuvvetin etkilediği kesitte moment maksimumdur.  
 

( ) 2V2V2VBQ2 bBbLAbBMM ⋅++⋅=⋅+=  LQ173,0M Q2 ⋅⋅=  

 

Sehim  
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

2 2cb

M
(Q)0M

TS  de  Q

M

Q2M

B

+
C

L
B

M Q1

Q

2 C

2 2cb

M
F

+

F

M (F)

TS  de  F

 

Şekil 16-07, BC aralığındaki sehim için hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumları 
 

Burada problem tek kiriş olarak düşünülür ve Virtüel Yükleme durumunda sehimin arandığı yerde 
ve yönde birim kuvveti 1F =  varsayılır, Şekil 16-07. 
 

 dx
EJ

M
Mdx

EJ

M
Mw 02

Lx

0x

F
Q

Lx

0x

FBC ⋅⋅+⋅⋅= ∫∫
=

=

=

=

  

 

L

cb
M 22

F
⋅=  

L

cbQ
M 22

Q
⋅⋅=  dx

EJ

M
Mw Q
Lx

0x
F1BC ⋅⋅= ∫

=

=
 

b c

 
b c

 
 

1.Terim    
JE

L
MM

cb6

cbL
w QF

22

2
2

2
2

2

1BC ⋅
⋅⋅⋅

⋅⋅
−−=  

 

4

cb
M 22

F
⋅=  BL MM =  CR MM =  

dx
EJ

M
Mw 02
Lx

0x
F2BC ⋅⋅= ∫

=

=
 

b c

 M L RM
 

 

2.Terim    
JE

L

L

b
1M

L

c
1MM

6

1
w 2

R
2

LF2BC ⋅
⋅














 +⋅+






 +⋅⋅⋅=  

 

JE

L

L

b
1M

L

c
1MM

6

1

JE

L
MM

cb6

cbL
w 2

R
2

LFQF
22

2
2

2
2

2

QBC ⋅
⋅














 +⋅+






 +⋅⋅⋅+
⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅
−−=  

 

Burada Q=1, L=1 ve b2=c2=L/2 alınırsa 2. aralığın ortasındaki sehim: 
 

 
JE357

LQ

JE

LQ
0028,0w

33

QBC ⋅⋅
⋅≈

⋅
⋅⋅=   

 
Böylece bütün kesit büyüklükleri bulunmuş olur. 
 

Dikkat: Bu örnek "Vinç yolları" hesabında da kullanılır. 
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1.17. İki aralıklı, tek yük etkisindeki mafsallı sistem 
 

Bilinenler:  Şekil 17 ile verilen sistem ve zorlaması.  
 

Arananlar: Kesit büyüklüklerinin dağılımınının çizimini ve hesabı. 
 

C yatağındaki yay esnekliği EJ8/Lc 3
f =  olarak kabul edilecektir. 

 
 

L/2

BA

Q

L/2 L/2 L/2

C cf

G

 

Şekil 17, İki aralıklı, tek yük etkisindeki kiriş 
 

Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi: 
 
Şekil 17  ile gösterilen kirişin Serbest Cisim Diyagramını (SCD) belirleyelim, Şekil 17-01 ve 
azaltma kriterleri ile hiperstatiklik derecesini belirleyelim.  
 

gk3s3rn −−+=  
 

Reaksiyonlar:   MA0, AH0, AV0, B0 ve C0  ⇒   r = 5, 
Çubuk sayısı:   AG, GC        ⇒   s = 2, 
Düğüm sayısı:   A, B, C        ⇒   k = 3, 
Mafsal sayısı:   G          ⇒   g = 1 
 

       133235n −⋅−⋅+=                  1n =  
 

Q

A   = 0V0 B =Q/20 C =Q/20

A   = 0H0

M   = 0A0

 

Şekil 17-01, Sistemin Serbest Cisim Diyagramını (SCD) 
 

Sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme momentinin dağılımını 
şematik olarak Şekil 17-02 ve Şekil 17-03 ile gösterilmektedir. 
 

Q

cf

 

+ +
−

 

Şekil 17-02, Sistemdeki niteliksel eğilme Şekil 17-03, Sistemdeki niteliksel moment 
 

Sistemimiz 1nci dereceden hiperstatik sistem olduğundan, B yatağınabir mafsal yerleştirip Hakiki 
Hareket Durumu HHD ile Virtüel Yükleme Durumunu VYD çizip hakiki ve Virtüel durumlardaki 
denge şartlarını yazıp Virtüel iş prensibine göre aradığımız değerleri bulmaya çalışalım.  
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Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

TS:

L/2L/2

A
G

L/2

B C

L/2

Q

cf

A   = 0

A0M   = 0

V0

A   = 0H0

B =Q/20

Q

C =Q/20

X = 11

TS:

M (Q) 0

V (Q) 0

w (Q) 0
δ10

δ

+

+

.c=f0 f0
Q
2

+
−

Q.L
4

Q
2

Q
2

−

M (X = 1) 1 1

C =1/L1B =−3/L1A   = 2/LV1

M   = −1A1

V (X = 1) 1 1

w (X = 1) 1 1

−1 −
+
1

+
−

2/L

−1/L

δ11
+

δ .c=f1 f
1
L

A
G

B C cf

X = 11

 

Şekil 17-04, MB için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme durumu 
 

δ10 deformasyon değerinin hesabı 
 

Kiri ş olarak BC çubuğunu ele alalım. Hakiki Hareket durumunda, X1 in bulunduğu yerde ve etkisi 
yönünde, dış zorlamalardan oluşan δ10 deformasyonu formülünü genel olarak yazalım: 
 

 f10

Lx

0x
0110 cCCdx

EJ

1
MM ⋅⋅+⋅⋅⋅=δ ∫

=

=
  

 

1M1 =   ;  
4

QL
M0 =   ;  

2

Q
C0 −=   ;  

L

1
C1 −=   ;  

EJ8

L
c

3

f =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim    01 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

4

QL
1

4

1 ⋅⋅⋅  
EJ16

QL2

⋅
=  

 

2. Terim    f10 cCC ⋅⋅  

EJ8

L

L

1

2

Q 3
⋅






−⋅






−=  
EJ16

QL2

⋅
=  

 

EJ16

QL

EJ16

QL 22

10 ⋅
+

⋅
=δ  ⇒ 

EJ8

LQ 2

10
⋅−=δ  

 

δ11 deformasyon değerinin hesabı 
 

 f11

2/Lx

0x
ABR1ABR1

2/Lx

0x
ABL1ABL1

Lx

0x
BC1BC111 cCCdx

EJ

1
MMdx

EJ

1
MMdx

EJ

1
MM ⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=δ ∫∫∫

=

=

=

=

=

=

  

 

1M BC1 =   ;  1M ABL1 −=    ;  1M ABR1 =  ;  
L

1
C1 −=   ;  

EJ8

L
c

3

f =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  BC1BC1 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L
11

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ3

L

⋅
=  
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İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L/2" dir. 

2. Terim   ABL1ABL1 MM
3

1 ⋅⋅
EJ2

L⋅  = ( ) ( )
EJ2

L
11

3

1 ⋅−⋅−⋅  
EJ6

L

⋅
=  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L/2" dir. 

3. Terim   ABR1ABR1 MM
3

1 ⋅⋅
EJ2

L⋅  =
EJ2

L
11

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L

⋅
=  

 

4. Terim      f11 cCC ⋅⋅  

EJ8

L

L

1

L

1 3
⋅






−⋅






−=  
EJ8

L

⋅
=  

 

EJ8

L

EJ3

L2
11 ⋅

+
⋅

=δ  ⇒ 
JE24

L19
11 ⋅⋅

⋅=δ  

 

Burada dikkat edilecek husus mafsal G de şekillerin ikileştiğidir. İntegral boyu L/2 alınır ve işlem 
iki defa yapılır, veya integral boyu L alınır ve işlem bir defa yapılır. 
 

Uyumluluk Şartı 
 

Burada sistemde bir tek Virtüel büyüklük X1 sıkışma momenti MA vardır ve uyumluluk şartı ile şu 
şekilde hesaplanır. Problemimizde uyumluluk şartı şu şekilde yazılır: 
 

0X11110 =⋅δ+δ    

11

10
1X

δ
δ−=    

L19

EJ24

EJ8

LQ
X

2

1 ⋅
⋅⋅

⋅
⋅=  

19

QL3
X1 =  

 

Sistemdeki moment dağılımı ve diyagramı 
 

Burada önce X1 = MB diyagrama çizilir. G mafsalında moment sıfır olacağından G mafsalıyla 
birleştirilir ve doğru devam eder. A yatağında M A = −MB olur. C yatağındada moment sıfırdır. B 
deki moment ucu ile C yi kapama çizgisiyle birleştirelim. Q kuvvetinin etkilediği noktada moment 
QL/4 kadardır. Bkz Şekil 17-05.  

+ +
−

3
19 QL

QL3
19

QL13
76

−

QL1
4

QL− 3
38

A G
B C

E

 

Şekil 17-05, Sistemdeki moment dağılımı 
 

Kapama çizgisiyle kiriş arası E noktası BC çubuğunun yarısı olduğundan −3/(38QL) kadardır. 
Buradan ME = 1/(4QL) − 3/(38QL) = 13/(76QL) değeri bulunur ve böylece moment dağılımı 
tamamlanır. 
 

Sistemin Serbest Cisim Diyagramı SCD 
 

Sistemdeki moment dağılımını yaptıktan sonra yatak kuvvetlerini hesaplamak kolaylaşır. Önce C 
yatağının kuvvetini hesaplayalım, Şekil 17-06. Tutulan yol şöyledir: 
 

Eğer E noktasındaki moment  

76

QL13
ME =  ise, 

L76

QL132

2/L

M
C E

V ⋅
⋅⋅==  kadardır. Q

38

13
CV ⋅=  
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13
38Q

QL3
19

A
G

B E

C

M  =A

Q

Q37
38Q38

12

 

Şekil 17-06, Sistemin SCD 
 

B yatağındaki kuvvet, A yatağındaki momentlerin toplamı 
19

QL3
MA =Σ  denklemiyle bulunur. 

L2CL
2

3
QLBQL

19

3
VV ⋅+⋅−⋅=  

QL
38

26
QL

2

3
QL

19

3
LBV +−=⋅                   Q

38

37
BV ⋅=  

 

A yatağındaki kuvvet 0FV =Σ  denge şartı formülüyle bulunur. 
 

0CQBA VVV =−+−      VVV CQBB +−=  
 

Q
38

13
QQ

38

37
AV +−=                      Q

38

12
A V ⋅=  

 

Sistemin kesme kuvveti diyagramı 
 

Yukarıda Şekil 17-06 ile görülen değerler bir diyagrama taşınır ve sistemin kesme kuvveti 
diyagramı bulunur, Şekil 17-07. 
 

13
38Q

A G B E C

Q25
38

Q38
12 −−

−

+

−

 

Şekil 17-07, Sistemin kesme kuvveti diyagramı 
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1.18. Üç dayanaklı hacim sistemi 
 

Bilinenler:   Şekil 18 ile verilen sistem ve zorlaması.  
 

Arananlar:  Sabit yayılı yük q nun oluşturduğu moment dağılımının çizimini ve hesabı yapınız. 
 

CD çubuğu kendi ekseni etrafında dönebilir.  
 

A B

D

C
L

Lq

x

zy

L

 

Şekil 18, Üç dayanaklı hacim sistemi 
Çözüm: 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi 
 

Şekil 18 ile gösterilen kirişin azaltma kriterleri ile hiperstatiklik derecesini belirleyelim.  
 

gk6s6rn −−+=  
 

Reaksiyonlar:   MxA, MyA, MzA, Ax, Ay, Az, Cx, Cy, Cz  ve Dz  ⇒   r = 10, 
Çubuk sayısı:   AB, BC, BD            ⇒   s = 3, 
Düğüm sayısı:   A, B, C, D             ⇒   k = 4, 
Mafsal sayısı:   Yok               ⇒   g = 0 
       40463610n =−⋅−⋅+=  
Sistemimizde simetriden dolayı MzA = MxA = 0 ve Cx = 0 olduğundan, sistem   1n =   olur. 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel eğilme deformasyonunun ve niteliksel eğilme 
momentinin dağılımını şematik olarak Şekil 18-01 ve Şekil 18-02 ile gösterilmektedir. 
 

A
B

D

C

q

 

+

−
+

 

Şekil 18-01, Sistemdeki niteliksel eğilme  Şekil 18-02, Sistemdeki niteliksel moment 
 

Sistemin statik belirli bir sisteme dönüştürülmesi, yedek kiriş 
 

Burada AB çubuğu dolaylı olarak CD çubuğunun B noktasında yay esnekliği "cf" ile elastik yay ile 
yataklanmış durumdadır. Bu düşünce bize problemin bir tarafı rijit diğer tarafı yayla yataklanmış 
sistem olarak düşünmemizi gösterir, bkz Şekil 18-03. 

A B

w = δ1 11(A-B)

X1

X1

B

w = δ2 11(C-D)

C

D A

B

δ11(A-B)

X1

cf

δ11(c )f

 

Şekil 18-03, Bir tarafı rijit diğer tarafı yaylı kiriş 
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Yay esnekliği "c f" 
Yay esnekliği "cf" yi problemimiz için hesaplayalım. Genel mekanikten hatırlayacağımıza göre; 
Elastik yay esnekliği ile elastik yay rijitliği arasında şu bağıntı vardır. 
 

 
fc

1
R =   

 

R   N/m   Yay rijitliği 
cf    m/N   Yay esnekliği 

 

Bir tarafı rijit diğer tarafı yaylı AB kirişini yedek kiriş olarak ele alalım. 
 

A

L

q

cfB = ?

 

Şekil 18-04, Bir tarafı rijit diğer tarafı yaylı yedek kiriş 
 

Çeşitli durumlarda yay esnekliği Şekil 18-04a ile görülmektedir. 
 

Basma veza Çekme yayları  Kangal veya spiral yaylar 

 a) 
cf [m/N]  

 d) 
cf [rad/Nm] 

 b) 
cf = 0  

 e) 
cf = 0 

 c) 
cf = ∞  

 f) 
cf = ∞ 

Şekil 18-04a,  Bir tarafı rijit diğer tarafı yaylı kiriş 
 

Yay esnekliği       






δ==
N

m
  

FkuvvetiYay 

nudeformasyo Yay
c f
f  

Birim kuvveti için yay esnekliği  f
f

f 1
c δ=δ=  olur, δf birim kuvvetinden oluşan deformasyondur. 

Yay esnekliği "cf" yi problemimizde hesaplamak için birim kuvveti F = 1 etkisindeki klasik basit 
kirişi inceleyelim. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

BA

L

M

F = 1

L

0

TS

L/2

1M

TS
F = 1 1

+
L/2

+

 

Şekil 18-05, cf için Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme Durumu 
 

Burada deformasyon  dx
EJ

1
MM 0

x

x
1f

n

1

⋅⋅⋅=δ ∫   
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2

L
M1 =   ;  

2

L
M0 =   

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "2L" dir. 

1. Terim  01 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L2⋅  =
EJ

L2

2

L

2

L

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
c

3

ff ⋅
=δ=  

 

δ10 deformasyon değerinin hesabı 
 

Şekil 18-03 ile görülen bir tarafı rijit diğer tarafı yaylı kirişimizin HHD ile VYD nı çizelim: 
 

A

L

q

cfB = ?

 

Şekil 18-06, Bir tarafı rijit diğer tarafı yaylı kiriş 
 

Burada dikkat edilecek husus düşünce ve durum diyagramlarında yayın dikkate alınmasıdır. Yaysız 
diyagram ve hesaplar yapılamaz. 
 

Hakiki Hareket durumu   HHD  Virtüel Yükleme durumu   VYD  

BA

M 0

TS

1M− +L

δ10

δ11
+

−

qL
2

2
−

(X =1)1
(q)

(q)w0
1(X =1)1w

1X

TS
q

 

Şekil 18-07, Hakiki Hareket ve Virtüel Yükleme Durumu 
 

Şekil 18-07 ile görülen δ10, HHD nda TS de X1 in yerinde (B) ve yönünde yayılı yük q dan oluşan 
kayma değeridir ve şu şekilde hesaplanır. 
 

 f010

Lx

0x
110 cFFdx

EJ

1
MM ⋅⋅+⋅⋅⋅=δ ∫

=

=
  

 

LM1 =   ;  =0M
2

qL2
−   ;  0F0 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim  01 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L

2

qL
L

4

1 2
⋅













−⋅⋅  

EJ8

qL4

⋅
−=  

 

2. Terim   f01 cFF ⋅⋅  = f1 c0F ⋅⋅  0=  

 

0
EJ8

qL4

10 +
⋅

−=δ  ⇒ 
EJ8

qL4

10 ⋅
−=δ  
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δ11 deformasyon değerinin hesabı 
 

Şekil 18-07 ile görülen δ11, VYD ndaki TS de X1 in (B) yerinde ve yönünde X1 =1 den oluşan 
kayma değeridir ve şu şekilde hesaplanır. 
 

 f111

Lx

0x
111 cFFdx

EJ

1
MM ⋅⋅+⋅⋅⋅=δ ∫

=

=
  

 

LM1 =   ;  1F1 =   ;  =fc
EJ6

L3
 

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

1. Terim     11 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L
LL

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ3

L3

⋅
=  

 

2. Terim       f11 cFF ⋅⋅  = ⋅⋅11
EJ6

L3
 

EJ6

L3
=  

 

EJ3

L3

11 ⋅
=δ

EJ6

L3
+  ⇒ 

EJ2

L3

11 ⋅
=δ  

 

Uyumluluk Şartı 
 

Burada Sistemdeki bir tek Virtüel büyüklük X1 vardır ve uyumluluk şartı ile şu şekilde hesaplanır: 
 

0X11110 =⋅δ+δ    

11

10
1X

δ
δ−=    

3

4

1
L

EI2

EI8

qL
X ⋅=  

4

qL
X1 =  

 

Yatak ve kesit büyüklükleri 
 

qL
4

2

q

4
qL

3qL
4

 

Şekil 18-08, Yedek kirişte SCD 

 

 

qL
4

2
− −

 

Şekil 18-09, Yedek kirişte moment 

Yedek kirişte moment dağılımı: 
 

4

qL
L

4

qL

2

qL
M

22

A −=⋅+−=  

 
0M )BA(B =−  
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Tüm Sistemdeki moment dağılımı 
 

+

−

+
4
qL

−
2 8

qL2

8
qL2

 

4

qL
L

4

qL

2

qL
M

22

A −=⋅+−=  

 
0M )BA(B =−  

 

8

qL

2

L

4

qL
M

2

)DC(B =⋅=−  

 

Şekil 18-10, Tüm Sistemdeki moment 
 

MB(C-D) değeri aynı zamanda 11)DC(B XMM ⋅=−  kadardır. 

Hesapları C-D kirişi sonsuz rijit olarak kabul edildiğinde (yedek kiriş için B rijit yatak olsaydı) 
hesaplamalar sonucu: 
 








>=
4

qL

8

qL3
X1  

 
olarak bulunacaktı. Yay yumuşak yataklamayı gösterir. 
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1.19. Değişik boylu üç aralıklı son aralıkta tek kuvvet etkisinde devamlı kiriş 
 

Bilinenler:  Şekil 19 ile verilen sistem ve zorlaması.  
 

Arananlar: Q ile zorlanan çok aralıklı devamlı kirişin moment ve sehim dağılım diyagramlarını 
bulunuz. 
 

Eğilme rijitli ği EJ = sabit, geometrik ölçüler şekilde verildiği gibi kabul edilecektir. 

L LLL L

Q

w

A B C DE

F

 

Şekil 19, Çok aralıklı devamlı kiriş 
 

Sistemin hiperstatiklik derecesi 
 

Şekil 19,  ile gösterilen sistemin Serbest Cisim Diyagramını (SCD) ve hiperstatiklik derecesini 
belirleyelim, bkz Şekil 19, -01.  

gk3s3rn −−+=  

Reaksiyonlar:   AH0, AV0, B0 , C0 ve D0   ⇒   r = 5, 
Çubuk sayısı:   AB, BC, CD      ⇒   s = 3, 
Düğüm sayısı:   A, B, C, D       ⇒   k = 4, 
Mafsal sayısı:   G          ⇒   g = 0 
       043335n −⋅−⋅+=                 2n =  
 

Q

A B C D

D0C0B0AV0

AH0 E

F

 

Şekil 19-01, Sistemin Serbest Cisim Diyagramını (SCD) 
 

Genel bilgimize dayanarak sistemimizin niteliksel sehim ve niteliksel eğilme momentinin 
dağılımını şematik olarak Şekil 19-02 ve Şekil 19-03 ile gösterilmektedir. 

Q

A B C DE

F

 

A B

C

D

++
−E F

 

Şekil 19-02, Sistemdeki niteliksel deformasyon Şekil 19-03, Sistemdeki niteliksel moment 
 

Sistemimiz "2." dereceden hiperstatik sistem olduğundan, B ve C yataklarına birer mafsal 
yerleştirip Hakiki Hareket Durumu (HHD)  ile Virtüel Yükleme Durumunu (VYD)  çizip hakiki ve 
Virtüel durumlardaki denge şartlarını yazıp Virtüel iş prensibine göre aradığımız değerleri bulmaya 
çalışalım.  
B ve C yatakları mafsal olunca, denge için iki bilinmeyen büyüklük X1 ve X2 kabul edilir. 

X
A

B C

D2X1

 

Şekil 19-04, Bilinmeyen büyüklüklerle Temel Sistem 
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Sistemin statik belirli sisteme dönüştürülmesi 
 

Önce HHD nun temel sisteminde "Q" dan oluşan sehim ve moment dağılımını ile VYD nun temel 
sisteminde "X1" ve "X2" den oluşan sehim ve moment dağılımlarını çizelim, bkz. Şekil 19-05a ve b.  
 

Hakiki Hareket Durumu   HHD  Virtüel Yükleme Durumu   VYD  

Q

A B C D

δ   = 0

QL/2

10

δ20

TS, Q ile

0M  (Q)

0w  (Q)

+

δ

1

11

δ21

+

TS, X  ile

A B C D

1

X1

1M  (X = 1)1

1w  (X = 1)1

 

Şekil 19-05a, Q ve X1 ile hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumu 
 

Hakiki Hareket Durumu   HHD  Virtüel Yükleme Durumu   VYD  

Q

A B C D

δ   = 0

QL/2

10

δ20

TS, Q ile

0M  (Q)

0w  (Q)

+

δ

1

22δ12

+

TS, X  ile

A B C D

2

X2

2M  (X  = 1)2

2w  (X  = 1)2

 
Şekil 19-05b, Q ve X2 ile hakiki hareket ve Virtüel Yükleme durumu 

 

Deformasyon değerlerinin hesabı δ10, δ20, δ11, δ22, δ12, δ21 
Problemimizde uyumluluk şartı: 

∑
=

=⋅δ+δ=δ
n

1j
jij0ii 0X  

 

 0XX 122111101 =δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

 0XX 222211202 =δ⋅+δ⋅+δ=δ   
 

Burada unutmamamız gereken bir hususta Maxwell'e göre indislerin yer değiştirmesi değeri 
değiştirmez. Burada: 

2112 δ=δ  
Uyumluluk şartlarında bilinmiyenler X1 ve X2 dir.  
 

Sırasıyla δ10, δ20, δ11, δ22, δ12, δ21 deformasyonlarını bulalım. 
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δ10 deformasyon değerinin hesabı: 
 

Hakiki Hareket Durumunda, X1 in bulunduğu yerde ve etkisi yönünde oluşan δ10 deformasyonu: 
 

 ∫
=

=
⋅⋅⋅=δ

Lx

0x
0110 dx

EJ

1
MM   

 

Şekil 19-05 ile görüldüğü gibi d10 değeri sıfırdır. 010 =δ  
 

δ20 deformasyon değerinin hesabı: 
 

Hakiki Hareket Durumunda, X2 nin bulunduğu yerde ve etkisi yönünde oluşan δ20 deformasyonu: 
 

 ∫
=

=
⋅⋅⋅=δ

L2x

0x
0220 dx

EJ

1
MM   

 

1M2 =   ;  
2

QL
M0 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "2L" dir. 

=δ20 02 MM
4

1 ⋅⋅
EJ

L2⋅  =
EJ

L2

2

QL
1

4

1 ⋅⋅⋅  
EJ4

QL2

20 −=δ  

 

δ11 deformasyon değerinin hesabı: 
 

Virtüel Yükleme Durumunda, X1 in bulunduğu yerde ve etkisi yönünde, oluşan δ11 deformasyonu: 
 

 ∫
=

=
⋅⋅⋅=δ

L3x

0x
1111 dx

EJ

1
MM   

 

1M1 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "3L" dir. 

=δ11 11 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L3⋅  =
EJ

L3
11

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ

L
11 =δ  

 

δ22 deformasyon değerinin hesabı: 
 

Virtüel Yükleme Durumunda, X2 in bulunduğu yerde ve etkisi yönünde, oluşan δ22 deformasyonu: 
 

 ∫
=

=
⋅⋅⋅=δ

L3x

0x
2222 dx

EJ

1
MM   

 

1M2 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "3L" dir. 

=δ22 22 MM
3

1 ⋅⋅
EJ

L3⋅  =
EJ

L3
11

3

1 ⋅⋅⋅  
EJ

L
22 =δ  

 

Görüldüğü gibi simetriden dolayı 2211 δ=δ  dir. 
 

δ12 ve δ21 deformasyonları değerlerinin hesabı: 
 

Virtüel Yükleme Durumlarında, X1 ve X2 nin bulunduğu yerlerde ve etkileri yönünde, oluşan δ12 ve 
δ21 deformasyonları (Maxwell'e göre δ12 = δ21): 
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 ∫
=

=
⋅⋅⋅=δ=δ

Lx

0x
212112 dx

EJ

1
MM   

 

1M1 =   ;  1M2 =  
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 

=δ=δ 2112 21 MM
6

1 ⋅⋅
EJ

L⋅  =
EJ

L
11

6

1 ⋅⋅⋅  
EJ6

L
2112 ⋅

=δ=δ  

 

Uyumluluk Şartı 
 

Bulduğumuz değerleri yukarıdaki formüllere yerleştirerek X1 ve X2 değerlerini bulalım. 
 

1. Formül 0XX 12211110 =δ⋅+δ⋅+δ   
 

2. Formül 0XX 22221120 =δ⋅+δ⋅+δ   
 

1. Formül ile X2 hesaplanır   
22

21120
2

X
X

δ
δ⋅−δ−=   ve 1. Formül yerleştirilip X 1 bulunur. 

 

X1 değeri B dayanağındaki momenttir: 
70

QL3
XM 1B ==  

 

X1 değeri ile X2 hesaplanır. 
 

X2 değeri C dayanağındaki momenttir: 
35

QL9
XM 2C −==  

 

Sistemimizdeki moment dağılımı diyagramını çizelim, bkz Şekil 19-06. 
 

A B

C

D

3QL
70

9QL
35

−

3QL
140

13QL
35

E F

 

Şekil 19-06, Sistemdeki moment dağılımı 
 

Burada B ve C yatağındaki momentleri işaretleyelim MB= 3QL/70 ve MC= −9QL/35. A ve D 
yatakları uç yataklar olduğundan momentleri sıfırdır. Böylece AB çubuğunun ortasındaki moment 
MB/2 = 3QL/140 olur. 
 

Q kuvvetinin bulunduğu yerdeki moment süperpozisyonla hesaplarız: 
 

220Q MXMM ⋅+=  
 

1
35

QL9

L2

Q
MQ ⋅







−+=  
35

QL13
MQ =  

 

Böylece sistemin moment dağılım diyagramını buluruz. 
 

Bu bilgilerle sistemin SCD nın değerlerini hesaplayabiliriz, bkz. Şekil 19-07.  
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Q

A

B

C D

45 Q
140

3 Q
140

130 Q
140

52 Q
140

F

E

 

Şekil 19-07, Sistemin SCD 
Yatak kuvvetleri: 
 

A yatağındaki kuvvet 
 

Burada A yatağındaki kuvvet ne kadar olmalıdırki B deki moment "3QL/70" değerinde olsun: 
 

140

Q3

L2

1

70

QL3

L2

M
A B

V =⋅==  Q
140

3
AV ⋅=  

 

D yatağındaki kuvvet 
 

Aynı şekilde D yatağındaki kuvvet ne kadar olmalıdırki Q da moment "13QL/35" değerinde olsun: 
 

35

Q13

L

1

35

QL13

L

M
D Q

V =⋅==  Burada pay ve payda 4 ile çarpılırsa: Q
140

52
DV ⋅=  

 

C yatağındaki kuvvet 
 

Diğer taraftan uç yataklarda moment sıfırdır.   0MA =Σ     
 

0MA =Σ   L2BV ⋅−  L3CV ⋅+  L4Q ⋅−  L5
140

Q52 ⋅+  0=  L/3⋅  

0MD =Σ  L5
140

Q3 ⋅−  L3BV ⋅+  L2CV ⋅−  LQ ⋅+   0=  L/2⋅  
 

  6BV ⋅−  9CV ⋅+  12Q ⋅−  Q
140

780⋅+  0=   

+  
Q

140

30 ⋅−  6BV ⋅+  4CV ⋅−  2Q ⋅+   0=  
 

 
Q

140

30 ⋅−  0−  5CV ⋅+  10Q ⋅−  Q
140

780⋅+  0=   
 

Q
1405

780

5

10

1405

30
CV ⋅









⋅
−+

⋅
=  

 

Q
140

156

140

280

140

6
CV ⋅







 −+=  Q
140

130
CV ⋅=  

 

B yatağındaki kuvvet 

0MD =Σ  eşitli ğinden  Q
140

130
Q

6

12

6

9
CB VV ⋅+⋅−⋅=  

         Q
140

130
Q

6

12
Q

280

390
BV ⋅+⋅−⋅=  

Q
140

130

6

12

140

195
BV ⋅







 +−=  Q
140

45
BV ⋅=  
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Bu bilgilerle sistemin kesme kuvveti dağılım diyagramını çizebiliriz, bkz. Şekil 19, -08.  
 

A
B

C

D
++

−−
3 Q
140

52 Q
140

−

88 Q
140

42 Q
140

−
E

F

 

Şekil 19-08, Sistemin kesme kuvveti dağılım diyagramı 
 

Sistemdeki sehim "w" 
 

Redüksiyon teoremine göre statik belirli bir sistem için Virtüel Yükleme durumunda herhangi bir 
temel sistem (TS) seçilebilir. Dikkat edilecek husus mümkün olduğu kadar az hesaplama 
(bilinmeyen büyüklük) şekli seçilmelidir. Buradaki sistemimizde sehimi hesaplamak için çeşitli TS 
seçilebilir. Bu varyantları sırasıyla görelim: 
 

1. Hesaplama Versiyonu. Kiriş olarak AB çubuğunu seçelim 
 

Q = 1

A B C D

+

L/2

M:

E

A B

C

D

3QL
70

9QL
35

−

3QL
140

13QL
35

E F
M:

 

Şekil 19-09, Sehim için AB çubuğu ile Virtüel Yükleme durumu 
 

Burada sehim formülünü genel olarak yazalım,. 
 

 ∫ ⋅⋅⋅=
2

1

x

x
0 dx

EJ

1
MMw   

 

2

L
M =   ;  

70

QL3
M0 =  

 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "2L" dir. 

EJ

L2
MM

4

1
w 0 ⋅⋅⋅=  =

EJ

L2

70

QL3

2

L

4

1 ⋅⋅⋅  
EJ280

QL3
w

3
=  

 
Diğer versiyonlara bakıldığındada görüleceği gibi bu versiyon en kısa yoldur. Fakat diğer 
versiyonlarda daha çok hesaplama olduğunu görmek için burada diğer versiyonlarıda görelim. 
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2. Hesaplama Versiyonu. Kiriş olarak AC çubuğunu seçelim 
 

Q = 1

A C D

+

2L/3

M:
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35

−

3QL
140

13QL
35

E F
M:

L/3

 

Şekil 19-10, Sehim için AC çubuğu ile Virtüel Yükleme durumu 
 

Şekil 19, -10 ile görüldüğü gibi integral boyu 3 kısımdır ve sehim her kısım için tek tek hesaplanır. 
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3

*
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*
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Burada sehim için genel formülünü yazalım. 
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Sehimin 1inci değeri 
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Sehimin 2nci değeri 
 

İntegral tablosundan  ↓  ← RmLm
   LM MR  İntegral boyu  "L" dir. 
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Sehimin 3üncü değeri 
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
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Böylece aranan noktadaki sehimin 3 değeride bulunur. Toplam sehim: 
 

*
3

*
2

*
1 wwww ++=  

EJ210

QL3

EJ840

QL13 3
+

EJ420

QL4 3
−  ⇒ 

EJ280

QL3
w

3
=  

 

3. Hesaplama Versiyonu. Kiriş olarak EC çubuğunu seçelim 
 

Şekil 19, -11 ile görüldüğü gibi integral boyu 2 kısımdır ve sehim her kısım için tek tek hesaplanır. 
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Şekil 19-11, Sehim için EC çubuğu ile Virtüel Yükleme durumu 
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Sehimin 2inci değeri 
 

İntegral tablosundan  ↓  ←     İntegral boyu  "L" dir. 
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Toplam sehim: 
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Böylece aranan noktadaki sehimin değeri "3." Versiyonlada bulunur. 
 
Görüldüğü gibi hangi versiyonla hesaplanırsa hesaplansın değerler değişmemektedir. 


