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DIKKAT:

Bu ¢alisma iyi niyetle ve bugiiniin teknik imkanlarina gore yapilmistir. Bu calismadaki bilgilerin yanhs
kullamilmasindan dogacak her tiirlii maddi ve manevi zarar icin sorumluluk kullanana aittir. Bu
calismadaki bilgileri kullananlara, kullandiklari yerdeki sartlart iyi degerlendirip buradaki verilerin
yeterli olup olmadigina karar vermeleri ve gerekirse daha detayli hesap yapmalar: onerilir. Eger herhangi
bir dizeltme, tamamlama veya bir arzunuz olursa, hi¢ gekinmeden bizimle temasa gegebilirsiniz

Statik dosyalarinda kullandiginiz terimlerin Almancadan Tiirkce karsiligini, ne Tiirk Dil
Kurumunda nede normal veya elektronik sozliiklerde bulamadik. Hedefimiz Tiirkce bilen ve
temel bilgisi az dahi olan kiitleye basit olarak bilgileri aktarmak oldugu icin, kendi mantigimiza
gore okuyucunun anlayacag, basit Tiirkce terimler kullandik. Ayrica 44-00 numarali dosyada
Tiirkce-Almanca(-Ingilizce-Fransizca) siozlitk ile Kaynaklart verdik. Isteyen oradan kullanilan
Turkceterimleri bulabilir. Bilginizola!..

Terimlerin Tiirkce karsihig icin bityiik yardimi olan sayin Muhammet ERDOL e kendim ve
dosyadan faydalanacaklarin adina ¢ok tesekkiir ederim.
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Yap: Statigi 3

1. Virtiiel is Prensibi

11. Giris
Virtiiel Is Prensibinin tanimu:

Virtiiel is prensibine gore; kuvvetler grubu sisteminde, eger biitiin
hakiki ve virtiiel iglerin toplamu sifir ise, sistem dengededir.

SA=3F-du=0 F1
A Toplam virtiiel is
F Kuvvet (Denge durumu)
ou Virtiiel kaydirma (Hareket durumu)

Is denklemi ile her hangi bir deformasyon hesaplanabilir. Omegin; Kayma, sehim, egim, donme, ve
benzeri. Is denklemi Virtiiel Is Prensibinin 6zel halidir.

Genelde virtiiel is prensibinde bir biri ile bagintis1 olmayan iki durum ele alinir. Bu iki durum
Hakiki Hareket Durumu (HHD) ile Virttel Y Ukleme Durumu (VY D) dur.

Prensip:

HHD: Hakiki Hareket Durumu hakikatte sistemin kesit zorlamalar1 egilme momenti M, normal
kuvvet N, capraz kuvvet V, torsiyon momenti T ile olusan sekil degistirmelerini ve aranan
sehim, egimi ihtiva eder.

VYD: Virtiel Yiikkleme Durumu uygun se¢ilmis virtiiel (sanal) sistemin bir birim zorlamasina
gore sanal birim kuvvet Q=1 veya sanal egilme momenti M =1 ile aranan degerlerin,
sehim, egilme gibi, hakiki sistemdeki yerinde ve yoniinde yerlestilmesidir.

Gidis yolu:

HHD: Sistemin kesit zorlamalar1 egilme momenti M, normal kuvvet N, ¢apraz kuvvet V, torsiyon

momenti T, 1s1, i¢gerilmeler, yaylanmalar ile olusan sekil degistirmeleri; — =& esneme,

M _ . kavis Y = kayma, = % puruima, o7-(Ta=Ta)
EJ GA GK  dx h

1s1 uzamast, F- C¢ .elastik yataklama, yatak reaksiyonlar1 ve kesit kuvvetleri belirlenmelidir.

1s1 egilmesi, o -AT

VYD: Virtiiel (sanal) sistemde Q=1 ve M =1 in olusturdugu yatak reaksiyonlar1 ve kesit
kuvvetleri M,N,V,T hesaplanir.

1.2. 1Is prensibinin ana formiilii

Dengeli sistemde dis islerin toplamiyla i¢ islerin toplami birbirine esit olmalidir. D1s islerin toplama:

YAq = Q'5+Z§i r, Ve i¢ islerin denklemine diger biitiin etkenleride, 6rnegin; Normal kuvvetler,
i

Torsiyon momenti ve 1s1 etkilerinide analog olarak katarsak, i¢ islerin toplaminin formiilii su sekli

alir:

YA, :jﬁ-ﬂ-dxﬂM-M-dxﬂV- V* -dx+ﬁ-i-dx+jﬁ-oq-AT-dx+jM-aT-M-dx
EA EJ GA GK h
Dengeli sistemde: TAq =ZA;

Burada degerleri yerlestirirsek formiiliimiiz su sekli alir. Bu Virtiiel is prensibi ana formiilii dir ve
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Virtiiel Is Prensibi

bu formiille kiris veya sistemdeki sehim, kayma veya déonme biiyiikliikleri bulunur. Bu ii¢ degeri
d=w= ¢ olarak o ile gosterirsek:

Om
dv
ON

ot

OsaT
OKkaT

O

Stop =OM + 0y + N + 87 +3sAT + SKAT + O¢ F2

Egilme momentinden olusan deger: 5y = | M-Mj-dx

\Y

Capraz kuvvetten olusan deger: Sy =] V.—.dx
Normal kuvvetten olusan deger: SN = N.% .dx

Torsiyon momentinden olusan deger: 37 = j T. & -dx

Sistemde 1s1 farkindan olusan deger: 857 = [N-a - AT-dx

Kesitte 1s1 farkindan olusan deger: SKAT = IM o LhTU -dx

Yaylanmadan olusan deger: 8 =F-F-¢

Burada verilen degerler geneldir. Detayl bilgi Sekil 1 ile Sekil 13 arasindaki sekillerde goriiliir.
Burada verilen degerleri F 2 formiiliinde yerlestirirsek Virtiiel is prensibi ana formiilii F 3 bulunur.

= — M o V ~ N = T = =
1.3+>Ri-f=|M-—-dx+|V-—5-dX+|[N-—-dx+|[T-——-dx+|N-o1-AT-dx+ [M -0 -

T

.dx +F-F-c

F3 , Is prensibinin ana formiilii

Q=1; M =1 in yerinde ve yoniinde aranan buytkl ik (sehim, burulma),

Virtlel Y Ukleme durumda reaksiyonlar,
Hakiki Hareket durumunda R; nin komponentleri,

Virtiiel Yiikleme durumda kesit biiyiikliiklerinin degerleri,
Hakiki Hareket durumunda kesit biiytikliiklerinin degerleri,

......

......

Malzemenin 1s1l genlesme katsayisi,
Cevre 1s1s1 degisikligi, ot . AT = ggaT),
Kesitin alt tarafindaki 1s1,

Kesitin iist tarafindaki 1s1,

Kesitin yiiksekligi.

Problemi kolay yoldan ¢ozmek icin, Virttel Y Ukleme durumu oyle secilmeliki, bilinmeyen r; ve R
nin komponentleri olmasin.

Hatwrlatma:

1. Yukarida F 3 nin sol tarafinda zorlamalar ve yatak reaksiyonlar1 (dis isler), sag tarafindada
sekil degistirme isleri (i¢ isler) yer alir.
2. Kiriglerde i¢ isler; egilme, torsiyon, yaylanme ve 1s1 isleri dikkate alinir. Capraz kuvvet ve
normal kuvvetin olusturdugu isler genelde c¢ok kiiciik oldugundan dikkate alinip hesaba
katilmazlar. Istisnalar: ince dikmeli celik profiller, sandvi¢ profiller, kafes kiriste normal
kuvvet ile kiigiik kesit alanl ek pracalardir.
3. Is formiilinde sekil degistirme intergralleri genel olarak integral tablosuna gore
hesaplanirlar. Bu hesaplar asagida detayl1 olarak anlatilacaktir.
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Yap: Statigi 5

1.3. Sistemdeki elemanlarin sekil degistirmeleri

Sistemi zorlayan her kuvvet sistemdeki elemanlarin sekil degistirmelerini olusturur. Bu degisikligi
incelerken su hususlari belirlememiz, hesabimizin gegerliligi bakimindan faydalidir.

e Malzeme: homojen veizotrop

e Malzemenin 6zelligi:  dogrusal elastik (Hooke)
oc=¢-E
1=7-G

e Kesit daima diizlem olarak kalic1 (Bernoulli):
Gerilme entegrasyonu—Kesit kuvveti

Cubuklarda sekil degisikligi:

|
e B I h , Adx _ N AT
o Sekil 1, Esneme ~ ~ T EA TOT
dx Adx
do M Ta-T

Sekil 2, Kavis d_X:XZEJ+aT' ah U

Sekil 3, Kayma dx GA®

dx
// —= ~—_
/ ’
/
: B . . doy T
{ - d(p’;/ Sekil 4, Dénme o« _GK
b\\\l
Kesit
———1 F
777777777 --- AL F
L AL “ Sekil 5, Uzama T = a +og-AT
Cubuk
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6 Virtiiel Is Prensibi

Cubuklarda ic isler:

g S
TR i

dWjc =—N - Adx dWje =—M - do
Sekil 6, Normal kuvvet Sekil 7, Egilme momenti
| | - -
Vii,il,i,:i,i'v T : 7:7777:77 T
| | /J——4I- ————— bo——p o
dx

Izl'%lv T

\ dx
dWig ==V -y - dx dWe =T - dy
Sekil 8, Capraz kuvvet Sekil 9, Torsiyon momenti
Yaylarda i¢ isler:
Sekil 10, &¢ =F- ¢ Sekil 11, ¢f =F-C;
P
e el 4
W, -
Sekil 12, Wi =—F -8 =—F-F-¢ Sekil 13, Wi =—F-¢f =—F-F-¢
Cekme ve Basma yay1 Spiral yay
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Yapi1 Statigi 7

yay1li ylikle zorlanan, basit kirisi ele alalim Sekil 14, ve bu kiriste egilme biiylikliigiinii bulalim.

Hakiki Hareket Durumu HHD Virtue Y tkleme Durumu VYD

Q=1
HVVVVVVVVV!qX
A= A B =£= A 2D
L |
Z, W
W
M
vV v

L/2 | | L/2 | L/2

Sekil 14, Basit kiriste Hakiki Hareket ve virtiiel durumu

Virtiiel kuvvet bilinmediginden Bilinmeyen Deger (BD) olarak adlandirir ve birim biiyiikliigii " 1"
ile gosteririz. Sekil 14 ile goriilen biiylikliiklerin degerleri asagida verilmistir:

M aksimum moment

Maksimum Kavis y

Maksimum kesme
kuvveti

Maksimum Kayma

Hakiki Hareket Durumu HHD

q-L°
IVlmax:T
M 12
X=27 Xmax = :
E-J 8-E-J
q-L
Vmax =75
\% q-L
Tm="—_"+« Tm=—__~«
"eat " 2eA

Virtie Y tkleme Durumu VYD

— L — L
F4 | Mmx=—— M=——
max 4 4

F5
- 1 - 1
F6 | Vmx=-= V=-2=
2

F7
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8 Virtiiel Is Prensibi

1.4. 1Is denklemi
Virtiiel is prensibine gore sistemin dengede olmasi i¢in, biitlin hakiki ve virtiiel islerin toplami sifir
olmalidir.

Asa+AmM+Av =0

Asa=-Ay —Ay F8
KSa Toplam virtiiel is
Ayu Egilme momentinden olusan is
Ay Kesme kuvvetinden olusan is

Sirasiyla F 8 ile goriilen isleri hesaplayalim:
1.4.1. Toplam virtiiel is

Toplam virtiiel is Sekil 14 Virtiiel Yiikleme durumunda basit olarak goriiliir: Asa = a'Wm Burada
kuvvet birim kuvveti Q=1 oldugu i¢in, toplam virtiiel is kuwet X yol olarak pozitif degerli olur.

Asa=1-w, F9

Asa Toplam virtiiel is
W Kiris ortasindaki maksimum sehim

1.4.2. Egilme momentinden olusan is

Basit kirisin ¢ok kiigiik pargasini ele alip egilmesini
inceliyelim. Sekil 15 ile goriildigi gibi parganin
dengede olmasi i¢in i¢ zorlamada eksi degerli bir

do momentin olmasi gerekir. Hesaplayacagimiz
biiyiikliikler soyledir:

Egilme radyusu ile kavis ters orantilidir. R = 1

>” o 5 %

tande = FX burada a¢1 ¢ok kiiciik oldugundan do = d_F\)’(

-
|
|
|
|

dx

kabul edilir ve radyus R kavis 1/y olarak ifade edilir:
Sekil 15, Basit kiriste egilmeden olusan is do =7 - dx
dAy = M- de denkleminde de degerini yerlestirirsek dAy; = M- . -dx bulunur. Burada kavis

¥ nin degerini (X :—j olarak yerlestirir ve integralini alursak egilme momentinden olusan is

denklemini buluruz

L= M
dA =—|M.——-dx F 10
M (IJ E-J
dAM Egilme momentinden olusan is
M Virtiiel Moment (Sekil 14 ve Sekil 15)
M Hakiki moment
EJ Egilme rijitligi

44_05_1_virtuel_is prensibi.doc www.guven-kutay.ch



Yap: Statigi 9

1.4.3. Kesme kuvvetinden olusan is

R — kabul edilir.
v

Basit kirisin ¢ok kiicliik parcasini ele alip kesme
w3 kuvvetinden olusan kaymayi inceliyelim. Sekil 16 ile
gortldiigi gibi parcanin dengede olmasi ig¢in karsi
istikamette zorlayan negatif degerli kesme kuvvetleri

[ Hesaplayacagimiz biiyiikliikler soyledir:
Sehim: dw = yp, - dx
burada kaymayn, F 7 yerlestirirsek:

sehim szL-dx bulunur.

Sekil 16, Basit kiriste Kesme kuvvetinin igi G- A"

Kesme kuvvetinden olusan is [dAy, = —V-ym -dx | burada kaymaym F 7 yerlestirilir ve integrali

alinirsa;

L v
dAy = [V ——dx F11
o G-A

dAy  Egilme momentinden olusan is

\Y Virtiiel Kesme kuvveti (Sekil 14 ve Sekil 16)
Vv Hakiki Kesme kuvveti

[

GA*  Kesme rijitligi

Buldugumuz bu degerleri F 8 formiiliinde yerlestirirsek:

L L
— M — V
W= [M:-——-dx+[V- - ax F12

o EJ o G-A
W Kiris ortasindaki sehim ( Q=1 oldugundan yalniz wy, yazilmistir.)
M Virtiiel Moment (Sekil 14 ve Sekil 16)
M Hakiki moment
EJ Egilme rijitligi
\% Virtiiel kesme kuvveti (Sekil 14 ve Sekil 16)
\Y Hakiki kesme kuvveti
G Kesme modul U
A* Kesitin etkin kesme alani

Ornek olarak yukarida Sekil 17 ile verilen kiristeki orta yerindeki sehiminin virtiiel is prensibiyle
numerik olarak formiil F 12 ile hesaplanmasini yapalim.

F 12 formiiliindeki biiytikliiklerin degerleri yukarida bulunmustur. Bu degerleri yerlestirip
integrallerini alinca sonucu elde ederiz.

Pratikte bu integral hesaplar1 tablolarla yapilir. Bu integral tablosunun en miikemmeli Prof. Dr. P.
Marti' nindir ve bu tabloyu internetten indirebilirsiniz. Bunun i¢in su yolu izleyiniz:

www.ibk.ethz.ch/ma/education/bachelor/Baustatik Linkine girip Vorlesungsunterlagen Baustatik

grubunda e Integrationstabelle yi tiklayin. Bu tablo Integral tablosu olarak sitede de verilmistir.

Tabloyu elinize aldinizsa hesap su sekilde yapilir:

44 _05_1 virtuel 1s_prensibi.doc www.guven-kutay.ch



10 Virtiiel Is Prensibi

1.5. Ornegin Sehim hesab,

Hakiki Hareket Durumu HHD \ Virttel Y Ukleme Durumu VYD
Q=1
JAR TR T O O A B
= A B =£= o L=
L \
zZ, W
W
M
v v
1 L/2 1 L/2 1 1 L/2 1 L/2 |
Sekil 17, Basit kiriste Hakiki Hareket ve Virtiiel Yiikleme duru
1.5.1. Egilme momentinden olusan sehim
Lo — 1
Wm = [M-M-——dx
0 J
Degeri, F 4 Dagilim sekli Degeri, F 4 Dagilim sekli
2 —
modL > Mot I
8 4
Integral tablosundan bulunan integral degerinde mM 5 M 5
sekilleri ifade ediyor burada deger mM siz alinir. 12 m 12
Degerleri formiilde yerlestirelim
L 2 4
WmM=jM-M-i-dx _5 gL (_Lj L Wy = 5-q-L
0 E-J 12 8 4 E-J 384-E-J
Integral tablosundan T T W

1.5.2. Kesme kuvvetinden olusan sehim

Kesme kuvvetinden olusan sehimi bulmak i¢in, zorlama simetrik oldugundan, kirigin orta noktasina
kadar hesaplayip iki katini aliriz.

L/2__ Vv q
Wy =2 [ V-—dx
m (J) G-A*

Degeri, F 6 Dagilim sekli Degeri, F 6 Dagilim sekli
L = 1
Vimax =~ qT m Vmax =— 5
Integral tablosundan bulunan integral degerinde mM 1 M 1
sekilleri ifade ediyor burada deger mM siz alinir 2 m 2

44_05_1_virtuel_is prensibi.doc www.guven-kutay.ch



Yapi1 Statigi 11

Integral tablosu igin dagilim sekli eger iiggen ise yon ve simetri rol oynar. Ornegin:

MM el | [ TSI
M. =200y |0 [
T [ | emmmill [T
== (mmee.. | ccmmmmll OO

Burada {iggenlerin simetrik olmasi 6nemlidir ve faktor daima 1/6 dir.

m

R
m

([T

m

([T

R
m

W
MHTWTH

MHTWTH

|

Burada tiggenlerin ayni1 yonde olmas1 dnemlidir ve faktor daima 1/3 diir.

Degerleri formiilde yerlestirelim

L/2 _ L 2
Wy =2 [ V-V L o - 1 (_abt) (.1 — o ey =
0 GA > 2 2 2GA ™8 G A

integral tablosundan T« M= (I
1.5.3. Pratikte sehim formulu

Pratikte Wmy/Wmyv degeri, istina olarak ¢ok ince dikmeli I-profilleri veya yumusak cekirdekli
sandvi¢ kontriiksiyonlar disinda ¢ogu zaman ¢ok kiiciik oldugundan kesme kuvvetlerinden olusan
deformasyonlar dikkate alinmaz ve sehim yalniz egilme momenti ile hesaplanir. Bunu kanitlamak
ICIN Wmy/Wiw orantisini hesaplayalim:

Wy 9-L° 384-E-J
Wom  8:G-A" 5.q-L%

E
Burada kesme modiiliiniin elastiklik modiilii ile bagintisi G=
2-(1+v)
- o : b-h3
Eylemsizlik momenti (Dikdortgen icin) J=—
) 12
Etkin kesme alani (Dikdortgen igin) A" = g ‘b-h

Bu degerleri yukaridaki formiile yerlestirirsek:

2
Wy _ 19,2-51+;/)-J =L92-(1+v)-(ﬂj
W mm A L L

Burada poisson sayisini ¢elik i¢in v = 0,3 ; dikdortgen kesitli profilin kiris boyuna oranini1 L/h=10
kabul edersek Wiy/Wmm orantisi:

2
WV _192.(1+0,3)- (1%)
WmMm

Wiv/Wmm = 2,5 %  bulunur.

Buda pratikte 6nemli rol oynamayacak kadar kucutktar.
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12 Virtiiel Is Prensibi

1.6. Maxwdl kanunu

Sekil 18 ile goriilen basit kirisin k noktasinda bir birim kuvvetinin (Qx = 1) zorlamasiyla i noktasin-
daki sehimi §jx is denklemi F 13 ile gosterilmistir.

Mg
O = M - —-dXx +... F13
ik J i EJ
Oik Qk kuvvetinin etkisiyle 1 yerinde olusan sehim
M; I yerindeki moment

My k yerindeki moment

Burada rolleri degistirirsek; Sekil 19 ile goriilen basit kirisin i noktasinda bir birim kuvvetinin
(Qi = 1) zorlamasiyla k noktasindaki sehimi dy; is denklemi F 14 ile goriilen hali alir.

M .
Sii = [My -—L-dx +... F14
ki = Mg =
Oki Qi kuvvetinin etkisiyle k yerinde olusan sehim
My k yerindeki moment
M; I yerindeki moment

-

Burada F 13 ve F 14 iin sag taraflar biribirlerine esittir. Oyleyse:

Oik = ki F 15
Oik Qk kuvvetinin etkisiyle i yerinde olusan sehim
Oki Qi kuvvetinin etkisiyle k yerinde olusan sehim

Bu J.G. Maxwell (1831-1879) kanunu olarak bilinir.

Burada kisaca indeksin Sekil 18 ile tarifini yapmak i¢in sehim ;x y1 ele alalim:

S

i k
—I_— Sehimi olusturan etken

Sehimin olustugu yer

Maxwell kanununun tanimai:

Bir kirisin k noktasinda bir birim kuvveti (Qx = 1) zorlamasiyla i noktasindaki
sehimi &k, aym kirisin i noktasinda bir birim kuvveti (Q; = 1) zorlamaswyla k
noktasinda olusan sehimine & esittir.

Bu tanimi formiille gosteririz:

8 =2, Qk - O F16
k
O 1 noktasindaki sehim
Qx k noktasindaki kuvvet
Oki k noktasinda i kuvvetinden olusan sehim
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Yap: Statigi 13

1.6.1. Maxwdl kanununa 6rnekler

Maxwell kanununu bir 6rnekle gostermek istersek basit kirisimizi ele alalim ve orta noktasini i ve
herhangi bir noktasinida k olarak kabul edelim. Ayn1 zamanda kiris kesitinin kirig boyunca sabit ve

Ornek 1
Kirigin herhangi bir yerindeki sehimini bulmak i¢in, simetriden dolay1 0 < x < L/2 kabul edelim ve
hesabimizi ilk 6nce birim degerleriyle yapalim.

Hakiki Hareket Durumu HHD Virtud Y ukleme Durumu VYD
l QF1 l Q=1

Sekil 18, Maxwell kanunu

Hakiki Hareket Durumu HHD Virttel Yukleme Durumu VYD

o .

Sekil 19, Maxwell kanunu
Burada Qk = Qi = 1 oldugundan, daha 6nceki dosyalara gore:

3-L2-x
48-E-J

Oki =

Kiris tizerinde esit yayili yiik q i¢in sehim ¢izgisi;

4
52 B xaxaa o 2q (31?2 a1t} Sall
! 0 48-E-J ' 48 EJ| 2 4 416 384-E-J
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14 Virtiiel Is Prensibi

Ornek 2

Kirisin herhangi bir yerindeki sehimini bulmak i¢in, simetriden dolay1 0 < x < L/2 kabul edelim ve
hesabimizi ilk 6nce birim degerleriyle yapalim.

Hakiki Hareket Durumu HHD Virttel Yukleme Durumu VYD
Q=1
%HMHH_}HHHH& Iy .
A '/ZYWX —k I —° 1/ Li2 | L2 \_

Sekil 20, Maxwell kanunu

HHD de x mesafesinde k noktasindaki q dan olusan moment: My(q) = % <X — QX %

q yu birsm kuvveti olarak kabul edersek q=1kN/m

Mk() :%'(LX—XZ)

1

2
Virtiiel is prensibine gore sistemin dengede olmasi i¢in, biitlin hakiki ve virtiiel islerin toplami sifir
olmalidir. Burada aranan sehim ve sistem simetrik oldugu i¢in:

VYD de ayn1 x mesafesinde k noktasindaki Q dan olusan moment: Mk(Q) =

sz My
Wi =0ki = My -——-dx

olarak yazabiliriz. Burada moment degerlerini yerlestirelim.
L/2
1 1 1
8ki= | —-(Lx—xz)-[—- )-—-dx
o 2 2

/
8i= |
0

Dagilim sekli Dagilim sekli

Integral tablosundan bulunan integral degerinde: mM 5 5

sekilleri ifade ediyor burada deger mM siz alinir 12 mM 1

Ski =L/2i~(Lx3—x3)-dx _2

== . = _5-(3Lx3—4x4)
12 4EJ]

: (3Lx3 - 4x4) = B =
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Yap: Statigi 15

Formiil F 16 i ele alip degerleri x = L/2 ve Qx = q olarak yerlestirirsek:

8 =2 Qk - ki
k
e 5-(3Lx3—4x4)'
' 48E]
W =9 = =l (3Lx3 4x )
48EJ
3 4
48EJ 8 16
4
Wiy = oqL" F17
384-E-J
W m Kiris ortasindaki sehim
q N/m Kiristeki yayil yiik
L m Kirisin boyu
E N/m? Kiris malzemesinin elastiklik modiilii
J m* Kiris kesitinin atalet momenti

1.7. Betti ve l. Castigliano kanunu
Sekil 21 ile goriilen basit kirisin dnce yalniz Q; kuvveti ile yiiklendigini kabul edelim.

Burada Q; kuvvetinin yaptigi is;

Oii 2
X V\/i:%'Qi

A2 i k ==B
|

Daha sonra Q; kuvvetini sabit tutarak Qy ile kirisi
¢ Zw yukleyelim.

. S
Q« kuvvetinin isi W =—KK. QE

Sabit Q ve Qcninisi Wik =ik - Qj - Qk

- [N
% N Toplam is olarak:
} % QI +3jK - Q; - QkJr Q
i } Burada islemin sirasini degistirirsek; once Qg ve
‘ ] 1 &; [ sonra Q; , formiiliimiiz su sekli alir:
Q;dij

W= kk -Qf +8ki - Qk- Q.+ Ne
Sekil 21, Basit kiris

Burada her iki zorlamanin isi esit olduguna gore:
Ojk = Ok

olur. Ayn1 zamanda ilave islerinde esitligi Oj - Qj - Qx =0y - Qx - Qj gorulur. Bu ispatlamaya
Maxwell'in karsithikl iliski teorisidir (reziprozititstheorem) ve buna ayni zamanda Betti konunuda
denir, (Betti 1823-1892, Italyan).
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16 Virtiiel Is Prensibi

Is denklemi W nin homojen ikinci dereceden denkleminin Q; ve Qy ya gore tiirevini alirsak

oW

0 =Gjj + Qi + ik - Qi = 9;
analog

oW

—— =0 - Qj + Ok - Qx =0

20 ki - Qi + Sk - Qk =8k

Kuvvetin etkiledigi noktada, kuvvetin yoniinde sekil degistirme isinin, kuvvete gore kismi tiirevi
sehimi verir, F 18. Buna Catigliano nun birinci teoremi denir (Catigliano 1847-1884, Italyan).

. o : oW
Catigliano nun birinci teoremi dj = 5 F18
|
S m Sehim, kayma
oW Nm Is
o0Q; N Y uk, kuvvet

Sekil degistirme isi W, sehimin fonksiyonu vede &; = Ad; olarak ifade edilirse, su formiil bulunur:

w85 = g

Bu formildende Catigliano nun ikinci teoremi bulunur, F 19 :

- e . oW
Catigliano nun ikinci teoremi Q= e F19
|
Q N Y uk, kuvvet
oW Nm Is
d; m Sehim, kayma

Catigliano nun teoremleri elastik olmayan durumlar icinde genel olarak gegerlidir.
Catigliano nun teoremleri plastiklik teoreminde;

oY
Akma kanunu gjj = o F20
Gij J
oD
Gerilme orani Gij =~ F21
asi j
€jj Uzama
Y Akma fonksiyonu
Gij Gerilim
D Is1 enerjisine gegme fonksiyonu
icin gegerlidir.

1.7.1. Catigliano' nun birinci teoremininin uygulanmasi

Catigliano' nun birinci teoremi sehim ve egimlerin bulunmasinda kullanilir. Fakat is denklemi ile
sehim ve egimler daha cabuk ve daha basit olarak bulunur ve hesaplanir.
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Yapi1 Statigi 17

Basit kirigte egimin Catigliano' nun birinci teoremi ile hesabi:

M degeri aranan egim agis1 "@" nin istikametinde ve
lQ « yerinde secilir. Burada bildigimiz esitlikleri kuralim:
[
i — . o _
M 0<x<a igin M=Q- 1-2|xem. 2
Lal L-a | L L

_ lim 1
* 5o E.J{

_ Q-a-(L-a)-(2a-L)

? 3E-JL
Basit kiriste egimin is denklemi ile hesabi:
Hakiki Hareket Durumu HHD | Virtiiel Y ikleme Durumu VYD
Q _
A B X A /M B X
= &3 £ S
a | L-a a | L-a
| L | L

Sekil 23, Basit kiriste e§imin is denklemi ile hesab1

Hakiki Hareket Durumunda sehim ve moment dagilimi ¢izilir. Virtiiel Yiikleme Durumunda M=1

degeri aranan egim acis1 "@" nin istikametinde ve yerinde segilir ve sehim ile moment dagilimi
cizilir. Is denklemiyle sehimin bulunmasi detaya inmeden su sekilde yapilir:
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18 Virtiiel Is Prensibi

Hakiki Hareket Durumunda degerleri yazalim:

HHD de a mesafesinde Q dan olusan moment: Mmax =Q-a- [1—%)
Virtiiel Yiikleme Durumunda degerler:
VYD de
VYD de ayn1 a mesafesinde M =1 den olusan moment: Ma =%
— a
Mp=—-1
L

Virtiiel is prensibine gore sistemin dengede olmasi i¢in, biitlin hakiki ve virtiiel islerin toplami1 sifir
olmalidir. Burada aranan sehim igin:

a MA L MB
0 a

olarak yazabiliriz. Burada moment degerlerini integral tablosundan bulunan integral degerleriyle
yerlestirelim.

a Ma 1 [ aj a a
M — .dx == a-l1—— |- — —
{, R ;3 © L L EJ

integral tablosundan T <« ~ ~wmm I

IIMmax -@-dx _1 Q.a.(l_ﬂj. (E_lj (L-a)

EJ L L EJ
integral tablosundan T <« [ [l
w _Qa(L-a) a_z_[l_gjz w _Q-a(L-a)(2a-L)
M3 e |2 L mex 3-E-J-L

Sonuglar iki metodda ayni ¢ikmustir.
Catigliano' nun birinci teoremi statik belirsiz sistemlerdede gegerlidir. Ornek olarak:
Herhangi bir x noktasinda moment:
2

q B g-X
REREEREN M=Ax="5-

2
B L 2
W:i A.X_& .dx
| 2EJ

!
EREENREE )MB w1 L(Aq_zz] X-dx=0

|
!
| .

1y

%A
R

z

A Bl
1[0 alt)
Sekil 24, Statik belirsiz kiris EJ 3 8
2
3 5 L
Bu formulden: Azg-q-L Bzg-q-L Msqu bulunur.
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2. Konu indeksi

B
BELt . 15
Bilinmeyen Deger BD .......cccoooiviiniiniiiiiiieieneeee 7
C
Catigliano nun birinci teoremi ........ccoccevveveeverereennenn 16
Catigliano nun ikinci teoremi .........ccoeveeeveereerereenenns 16
E
Egilme rijitligi EL........ccoovoeinieiiirieieeieieeeeeee e 3
Etkin kesme alant..........cccccovverieniinienieniecee e 11
H
Hakiki Hareket Durumu HHD.........ccoooiiiiiiiiiee 3

Integral tablosu ..............ccc......
Is denklemi.......ccceueeevevrereeenne

K
M
Maxwell kanunu............cccoveeenee
\%

Virtiiel is prensibi ana formiilii .
Virtiiel Y ikleme Durumu VY D
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