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DIKKAT:

Bu ¢alisma iyi niyetle ve bugiiniin teknik imkanlarina gore yapilmistir. Bu calismadaki bilgilerin yanhs
kullamilmasindan dogacak her tiirlii maddi ve manevi zarar icin sorumluluk kullanana aittir. Bu
calismadaki bilgileri kullananlara, kullandiklari yerdeki sartlart iyi degerlendirip buradaki verilerin
yeterli olup olmadigina karar vermeleri ve gerekirse daha detayli hesap yapmalar: onerilir. Eger herhangi
bir dizeltme, tamamlama veya bir arzunuz olursa, hi¢ gekinmeden bizimle temasa gegebilirsiniz

Statik dosyalarinda kullandiginiz terimlerin Almancadan Tiirkce karsiligini, ne Tiirk Dil
Kurumunda nede normal veya elektronik sozliiklerde bulamadik. Hedefimiz Tiirkce bilen ve
temel bilgisi az dahi olan kiitleye basit olarak bilgileri aktarmak oldugu icin, kendi mantigimiza
gore okuyucunun anlayacag, basit Tiirkce terimler kullandik. Ayrica 44-00 numarali dosyada
Tiirkce-Almanca(-Ingilizce-Fransizca) siozlitk ile Kaynaklart verdik. Isteyen oradan kullanilan
Tiirkge terimleri ve tanimlamalart bulabilir. Bilginiz ola!..

Terimlerin Tiirkce karsihig icin bityiik yardimi olan sayin Muhammet ERDOL e kendim ve
dosyadan faydalanacaklarin adina ¢ok tesekkiir ederim.
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Yap:1 Statigi 5

1. Gerilmeler

1.1

Gerilmderin tarifi

Bir cisim ¢esitli dis kuvvetler etkisinde olsun. Ornegin: yiizey basinci, basma ve benzeri kuvvetler
gibi. Bu cisimden kiip bi¢ciminde kiiciik bir par¢a alalim (Sekil 1). Bu dis kuvvetler, bu kiip seklinde
diisiintilen kii¢iik elementte ii¢ eksenli gerilmeler meydana getirir.

Sekil 1, Cismin kiiciik kiip pargacigi

Kiipiin alt1 ylizeyinin herbirinde bir normal ve iki kayma gerilmesi dogar (Sekil 1). Bu gerilmeleri
bir koordinat sistemi ile gosterebiliriz. Eksenler x, y ve z olarak adlandirilir. Burada olusan
gerilmelere bakacak olursak iki cins gerilme goririz:

1. Normal gerilmeler " o": Sekil 1 ile gosterildigi gibi gerilmenin cinsi "c" ile, gerilmenin

yoniide indisi ile gosterilir. Ornegin: oy , X-ekseni yoninde normal gerilme. Normal
gerilmelerde basma gerilmesi negatif (), cekme gerilmesi ise pozitif (+) olarak kabul edilir.
Genelde 6n isaret kuralina gore isaretleri verilir (bkz. 44 00 Statige Giris ve Ozet dosyast).
Kayma gerilmeeri " 7": Sekil 1 ile gosterildigi gibi gerilme cinsi "t" ile, indisinde 1. indis
gerilmenin ydniinii, 2. indisde gerilmenin dik oldugu ekseni gdsterir. Ornegin: Ty , X-€kseni
yonunde, y-eksenine dik kayma gerilmesi. Kayma gerilmeleri, cismin merkezini saat
yonunde ceviriyorsa pozitif (+), tersine geviriyorsa negatif (-) isaret verilir.

Eger gerilme analizi yapilan pargada, parca iic boyutlu oldugu icin genel olarak ii¢ eksende etkili
gerilmeler bulunmalidir. Pratikte su sekiller ortaya cikar.

Analizi yapilan pargada yalniz bir normal gerilme varsa ve diger iki normal gerilmede sifir
ise bu gerilme sekline " bir eksenli gerilme" denir.

Analizi yapilan pargada herhangi bir eksen yoniinde etki eden gerilme sifir ise, geriye
gerilmeleri olan iki eksen kalacagindan, boyle bir gerilme sekline "iki eksenli gerilme"
denir. Bu gerilmeler " Diiziem gerilmeleri” diyede adlandirilir.

Analizi yapilan parcada ili¢ eksende etkili gerilmeler hemen hemen yok denecek kadar az
rastlanir. Eger ii¢ eksende etkili gerilme varsa, bdyle bir gerilme sekline "Uc eksenli
gerilme" denir. Bu gerilmeler " Hacim gerilmeleri” diyede adlandirilir.

Pratikte genel olarak diizlemde hesaplar yapilir ve ¢ok ender olarak gerilmeler hacimde diisiiniiliir
ve hesaplanir.

Bir cubugu bir taraftan egilme momenti diger taraftan torsiyon momenti ile yiikleyelim. Hesabin
yapilacag kesiti inceledigimizde, burada iki ayr1 ¢esit gerilme ile karsilagiriz. Bu durumda asil soru
ortaya ¢ikar.Olgiilendirilicek veya kontrol edilecek bir makina parcasinin kesitinde, ayr1 cinsden
gerilmeler bulunursa, hesap nasil yapilir?

Boyle bir problemin ¢oziimiinde tutulacak yol soyledir:

Parcaya etki eden gerilmeler bir eksenli gerilme olarak "karsilastirma gerilmesi"” adi
altinda toparlanir ve malzemenin mukavemet degeri ile karsilagtirilarak karar verilir.
Malzemenin bilinen mukavemet degerleri, deneylerle elde edilen bir eksenli
mukavemet degerleridir.

Genelde bir diizlemdeki gerilmeler en gok gorulen haldir.
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6 Gerilmeler ve Mohr dairesi

1.1.1.Bir eksenli gerilme

Dikdortgen prizma seklindeki bir cubugun y-ekseni yoOniinde normal kuvvetle zorlandigini
diistinelim. Eksende etken olan kuvvetin dik kesitte dogurdugu gerilmeye, "bir eksenli gerilme"
veya "bir boyutlu gerilme" denir. Burada yalniz normal kuvvet "N=F," oldugundan, Fx = F,= 0
olur ve vy = 0 ve ox = 6, =0 dir. Bkz Sekil 2.

Kesit alan1 A, Normal kuvvet N= . A = sabit ise ¢ ag1l1 kesitte:

Normal gerilme: o =c-sing

ON Kaymagerilmes : 1y, =c-Sing-cose

I A Mohr dairesi ile gerilmelerin geometrik yorumlanmasi ig¢in
Y Sekil 2 ile verilmis olan dikdortgen prizmanin t kesitinde olusan

X gerilmeler Sekil 3 ile Mohr dairesi olarak gosterilir. Burada

Mohr dairesinde X noktas1 Kutup noktasi roliinii oynar. X den

N par¢a kesitine ¢izilen paralelin daireyi kestigi nokta "N"

noktasidir.

X
/ ~

n
/ N T [NmR

X ~
gf/ 1 2
& //
£
y&
Sekil 2, Bir eksenli gerilme Sekil 3, Bir eksenli gerilme i¢cin Mohr dairesi

Egik kesitteki gerilmeler:

Cubukta ¢ acili egik bir kesitte olusan gerilmeleri bulalim. Kesit diizlemi eksenini "t" (tegetsel) ve
kesit diizlemine dik ekseni "n" (normal) olarak adlandiralim.

Sekil 2 ile "n" yoniindeki normal gerilme "o," bagintisi su sekilde bulunur:

"o =N/A" buradan "N=o.A" egik diizlem i¢in "A . sin@" ve alanani birim alan "A = 1"

olarak diistiniirsek "N = o . A . sine" buradanda"N = ¢ . sing" bulunur.
on=FnlA, F,=N. sing Ay, =A/sing
Gn:—N-SIn(p-Sln(p anc-sinzq)
A
Buna benzer kayma gerilmesi "t = 1y, = 1" su sekilde bulunur:
t=Fi/ A, Fi=N . cosop
N-cos@-sing

T="Tin =Tnt = Tin =0 -SINE-COSQ

A

Trigonometri fonksiyonuna gore : 2 sing cosg = sin2¢ ve sing cos@ = sin2¢/2 = 0,5. sin2¢
olduguna gore,

Tth =0,5-5-5N2¢

olarakta gosterilebilinir.
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Yap:r Statigi 7

Sekil 2 ile "t" yoniindeki normal gerilme "o¢" bagintis1 su sekilde bulunur:

ot = R /Aginn Fi=N. cosp Agirn=A/ cose

_ N-cos¢-cose

2
Gt =G-C0S” @
A

Gt

Burada hesapladigimiz oy, ve ot gerilmelerini toplayacak olursak:
Op + Ot =c-sinch+c-c052(p=c-(sin2(p+cosch)

sin? o+ cos? ¢ =1 oldugundan

op+0t=0

Burada smir degerlerini arayacak olursak "n" yoniindeki normal gerilme o, icin sinp =1, "t"
yoniindeki normal gerilme o icin cos’p = 1 ve kaymagerilmesi T icin sin2¢ = 1 olmasi gereklidir.

On NiN Gpmax 0lmasi igin sinch =1, yani ¢ = 90° olmalidir. Boylece 1. asal gerilme bulunur.
Boylece: 61=Opmax =6, 62 = Gymin =0 oOlur.

Ot NUN Gtmax 0lmast i¢in cosch =1 yani ¢ = 0° olmalidir. Boylece 2. asal gerilme bulunur.
Boylece: 01 = Gtmax =0, 62 = Opmin =0 oOlur.

T = Tmax Olmasi i¢in sin2¢ = 1 yani ¢ = 45° olmalidir.

Boylece: T =Tmax=0/2 V€ Gpmax = Oimax = 0 / 2 olur. Bu durumu sdyle gosteririz:

Tmax = Onmax + Otmax =0/ 2

Sonuc: Kuvvet eksenine dik olan kesitte beklenildigi gibi asal normal gerilme bir eksenli gerilme
seklindedir ve kayma gerilmesi sifirdr.
Birinci asal gerilme" o1 = o= N/A" dir. 45° lik egik kesitte ise en fazla gerilme olasiligt
" Tmax = Onmax T Oimax = 672" kadardir.

1.1.2.1ki eksenli gerilmeler

Iki boyutlu veya iki eksenli, diizlem gerilmesi. Diizlemde gerilmelerin analizini yapmak icin Sekil 4
ile goriilen eni ve boyu bir birim olan parcay1 ele alalim ve pargadaki gerilmeleri belirleyelim.

Sekil 4 ile liggen olarak gosterilen esasinda prizmadir, diizlemde gerilme analizi yapildigindan
licgen olarak sekilde gosterilmistir. Prizmay etkileyen biitiin dis gerilmelerin dogurdugu i¢ kuvvet
ve alan sabit oldugu i¢in gerilmelerinde statigin denge kanununu gerceklestirmesi gereklidir. Sekil 5
ile goriildiigii gibi tiggenin A noktasinda biitiin kuvvet veya gerilmelerin toplami1 mekanigin denge
kanunlarina gore sifir olmalidir. Bu prizmanin yiizeyleri x ve y yonlerinde oy , 6y Ve T = Tyy = Tyx
tarafindan etkilenir. Bu etkilerden duruma gore oy, , 6; ve T = Tt = Tin gerilmeleri olusur.

1.1.2.1. Kesit diizleminde n-ekseni yoniinde normal gerilme "o,"
Sekil 5 ile verilen A noktasindaki normal gerilmelerin toplami i¢in denge denklemini kuralim.

Op =0| + 0| + Oy + Oy
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8 Gerilmeler ve Mohr dair
Gy.SiN
ﬁﬁx . t
TXy X ’nysm(p X ¢
1
Tyx1 . L o Tyx-COSP
Ox Tyx GX.COS(p1
Txy
Ox
y : /
y

Sekil 4, Diizlemde gerilmeler

Yukarida verilen denklemdeki bilinmiyenleri sirastyla hesaplayalim. Burada Sekil 4 ile verilen
ornek, iki eksenli gerilme veyaiki boyutlu gerilmeicin genelde gosterilen tipik drneklerden biridir.

oy -SIN@ nin bileseni ol =Gy -Sing-sing

Gy - COS@ nin bileseni G|| =GOy - COSQ - COSQ

o =Gy'Sin2(p

O|| =0y 'COSZ(P

Txy - SIN@ nin bilegeni

o ITXy'Sin([)-COS([)

Tyx - COS¢ nin bileseni

Olv =Tyx "SINQ-COSQ

Buradan o, nin formuld F 1 bulunur

Op = Oy -COSZ(p+Gy'Sin2(p+rxy'23in(pCOS(p

Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
[0) ° Kesitin agi1s1

oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme
Tuy MPa Kayma gerilmesi

1.1.2.2. Kesit diizleminde t-ekseni yoniinde normal gerilme " c;"

F1

Denge denklemini Sekil 6 ile verilen B noktasinda normal gerilmelerin toplami i¢in kuralim.

ZGt:O ZGBtZO

Gt =0| + 0| + Oy + Oy

Yukarida verilen denklemdeki bilinmeyenleri sirastyla hesaplayalim:

Gy -SiN@ nin bileseni G| =0y -SINQ-sSiNg

o] =GX-Sin2(p

Gy - COSe nin bileseni Gj| =0y - COSQ-COSQ

(o] IGy-COSZ(p
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Yap:1 Statigi 9

/‘f"""myx.co&p
/
S oA Gy.SiNP
/o1 y
le | X
GuSOIr——leo/ T
/
Ty.sing 2|/
Ox.COS(

On
Ttn \n

Y

Sekil 5, A noktasinda G, gerilmesi
Tyy *SIN nin bileseni

Tyx  COS¢ nin bileseni

Sekil 6, B noktasinda o gerilmesi

O|j| = —Txy -SINQ-COSQ

Buradan t-ekseni yonindeki normal gerilme o nin formult F 2 ile bulunur

Gt=GX~Sin2(p+6y'0082(p—TXy'28in(pCOS(p F2
Gt MPa t-ekseni yonindeki normal gerilme
Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
[0) ° Kesitin agis1
oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme
Tuy MPa Kayma gerilmesi

Prensipte formiil F 1 ile sin yerine cos, cos yerine sin konulup kayma gerilisminin isareti negatif
alinsa hemen o degeri bulunur. Yalniz sin, cosile yer degistirse F 2 ile kolaylikla bulunur.

1.1.2.3. Kesit duzlemindet-ekseni yonundeki yontundeki kayma gerilmes " 1in"

Sekil 7, A noktasinda Ty, gerilmesi Sekil 8, B noktasinda t; gerilmes

44 04 1 Gerilmeler+Mohr.doc
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10 Gerilmeler ve Mohr dairesi

Denge denklemini Sekil 7 ile verilen A noktasinda kayma gerilmelerinin toplam1 i¢in kuralim.
ZTt =0 2T At = 0

Tn+ T+t —tn—1v =0

Tth="T—Tn+Tn+Tiv

Yukarida verilen denklemdeki bilinmiyenleri sirasiyla hesaplayalim:

Oy - COS® nin bileseni T| =0y -SINQ- COSP T| =0y -SINQ-COSP
Txy *SN@ nin bileseni T =Ty -SING-SNQ r||=ryx-sin2(p

Gy -Sing nin bileseni T)j =Cy -SINQ- COSQ T)j =Cy -SINQ-COSQ
Txy - COS@ nin bileseni Tjy = Tyx - COSQ - COSQ Ty =—Tyy .cos? @

Buradan T, nin degeri F 3 ile bulunur.

oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme
Oy MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
[0} ° Kesitin agis1

Tuy MPa Kayma gerilmesi

1.1.2.4. Kesit dizlemindekayma"n" yoninde" 1" gerilmes
Denge denklemini Sekil 8 ile verilen B noktasinda kayma gerilmelerinin toplami i¢in kuralim.

t,=0 Z1tp;=0

Tt +T =T =T+ Ty =0

Tth="T+Tn—Tin+Tiv

Yukarida verilen denklemdeki bilinmiyenleri sirasiyla hesaplayalim:

Oy -SIN@ nin bileseni T| =0y -SINQ- COSP T| =0y -SINQ-COSP
Gy +COS nin bileseni T)| =Oy -SiN@-COS T)| =Oy -SiN@-COS
Txy - COS@ nin bileseni Tjj1 = Tyx - COSQ - COSQ T ="Tyy .cos? ¢
Txy *SIN@ nin bileseni Ty =Ty -SNQ-SNQ TIV:Tyx'SinZ(P

Buradan Tt nin formult F 4 de aynen F 3 gibi bulunur.

rtn:rnt=(cy—cx)-sin(pcoscp+rxy-(cosch—sinch) F4
oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme

Oy MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme

[0) ° Kesitin agis1

Tuy MPa Kayma gerilmesi
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Yap:r Statigi 11

1.1.3.Ug eksenli gerilmeler

Formul Fehler! Verweisquelle konnte nicht gefunden werden. ile verilmis olan "t" vektori
herhangi bir yonde "v" ile bir skaler o =t-v verir. Burada vektor "t"* 1. dereceden tensor olarak
kabul edilmelidir.

Ilerde "Virtiiel Is Prensibi" dosyasinda gorecegimiz Statik Simir Kosullar formiilii (F 5) ile
Gerilmeler tensort” (F 6) ile"v" nin her yoninde bir vektor "t" olusturur. Gerilmeler tensorii "oj;"
matrisi simetrik 2. dereceden tensordir (F 6).

tX:GX.VX+TXy.Vy+TXZ'VZ’ e F5

Ox Txy Txz

Genel olarak bu bagintilar matris olarak gosterilir ve "matrisle yazilis sekli” denir (F 7):
{t}=[olv} F7

Diger yazilisa "sembolle yazilis sekli” denir (F 8):

t=c-v F8

Veya baska yazilisa "indisle yazilis sekli” denir (F 9):
ti =i iV Fo9

F 9 ile goriilen indis "j" bize degerlerin toplanacagini soyler. Bu toplama sekli "Einstein nin
toplama konvansiyonu" olarak tanimlanan sekilde yapilir.

t=oc-v formilinde v yonini bulmak istersek:

eger kayma gerilmeleri yoksa 1y = 0 demektir ve kayma gerilmesinin olmadig1 yonde formiiliimiiz:
{=c-v F 10

veya kayma gerilmeleri yoksa t = O demektir ve F 5 formultne gore F 11 ile gortlen homojen ve
lineer esitlik formiili " Homojen lineer denklem™ bulunur:

Vektor v niin trival olmayan ¢oéziimii ile, esitlik sisteminin determinantlar1 ortadan kalkarsa,

" Karakteristik denklem™ ortaya ¢ikar, F 12.

0'3—0'(1)~62+G(2)'0'—0'(3)=O F12
F 5 den F 12 e kadar sembollerin tarifi
T MPa idisinde gosterilen yonindeki kayma gerilmesi
c MPa idisinde gosterilen yonindeki normal gerilme
\ 1 Birim vektori
t N Elementer kuvvet
o) MPa Degismez degerler
Gi MPa Asal gerilmeler
F 12 esitligi su degismez degerlerle olusur.
G() =0x + Oy + 0Oy =01+02+03 F13
_ 2 2 2 _
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12 Gerilmeler ve Mohr dairesi

2 2 —

Gerilmeler tensorl "oj" nin (F 6) temel invariantlart F 12 formiiliiniin temel degerleri asal
gerilmeler o1, o2.ve os.dir. Asal yonler vi, vo ve vz F 11 e temel degerlerin yerlestirilmesiyle
bulunur.

Sekil 9, Ug eksenli gerilmeler

: : 2.,..,2,.2
Aoac=Vy  AoaB=Vz: Aosc=Vx Apgc=1=vy +Vvy + V3
Burada v ABC dizlemine dik birim vektoridur.
t; = TxVx + TyVy + Ozv;

Karakteristik denklem, trival ¢oziimii olmayan homojen lineer esitlik sisteminin (Determinanti=0)
¢Ozumuyle bulunur. Karakteristik denklemin ¢oziimtyle de ™ Ana gerilmeler” bulunur.
Anayonler vi, vo, v3 ; 61, 62, 63 homojen lineer denkleme yerlestirilmesiyle bulunur. Soyle ki:
ViX — B Cly ) CIZ [C|X = (Gx'ci).Tyz = Txy.sz, . .]
2 ~2 2 ~2 2 ~2 .
\/Cix -Gy + Cix - Ciz + Ciy - Ciz (i=1,2,3,......)

Hatirlatma:

o Karakteristik denklemdeki o(y).c terimi ¢ok kere negatif on isaretli olarak yazilir. o) igin
sag el kuralinin tersi kabul edilir.

e Gerilme darbeleri hidrostatik ve deviatorik komponentlerine ayrilir (literatiire bkz). Ana
eksen sisteminde veya ana gerilmeler hacminde geometrik interpretasyonlar, hidrostatik
eksen ve deviatorik diizlem oktaeder normal gerilme ve oktaeder kayma gerilmesi ile yapilir
(literattre bkz).

e Ortagonal kabul edilen betonun kullanilma yontemini"fib-ch-Publikation Osaka 2002"
yayininda bulursunuz.
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Yap:r Statigi 13

¢ "N" z-eksenine
paralel normal
dizlem

"S' t-ekseni
S\ etrafinda
Y acistyla
donmiis diizlem

Sekil 10, Ug eksenli gerilmeler ile Mohr dairesi
"S" noktalarinin gerilmeleri Sekil 10 ile goriilen 1-2, 2-3 ve 3-1 ana dairelerinin arasinda kalan orak
seklindeki kisimdadirlar. Konstriiksiyon, z-ekseni o3 yoninde kabul edilirse, gerilmelerin tensorleri
diizlemsel ve hidrostatik olarak gosterilir (bkz. F 14).

Tyx Oy 0 =] Ty oy-o3 0+ 0 o3 O F 1
0 0 o4 0 0 G5 0 O o3
Duzlemsel hidrostatik
Maksimum kayma gerilmesi (tma) iki asal gerilmenin ekstrem degeriyle bulunur (F 15).
Tmax = 0:9- (01 - 03) eger 01209203 Ise F15

Genelde gerilme tensorii hidrostatik ve deviatorik kisimlara ayrilarak gosterilir (F 16).

Ox Txy Txz oo 0 O Sx =0x —0p Txy Txz

Tzx  Tzy Oz 0 O op T Tay S,=0,-0p

hidrostatik deviatorik

F 16 formulU ile verilen oo genelde " Oktaeder normal gerilme" olarak bilinen su biiyiikliiktiir.

Gozi-G(l) F17

Genel olarak deviatoru su sekilde gosterebiliriz:

Sjj = ojj — 00 - Jjj F18

Burada verilen birim matrisini §; F 13 formiiliine analog olarak yazarsak deviatoriin lic degismez
degerli ana denklemlerini buluruz, F 19:

Sp =0 F19

1(2 2, 2 ) 2 2 .2 1 -
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14 Gerilmeler ve Mohr dairesi

1
3 = c’<3)+— 2 oW "% o)

Eksenleri o1, o2 ve o3 olan koordinat sisteminde herhangi bir "c" vektord, hldrostatlk eksende
(o1 = o2 = ©3) bulunan "op" vektorli ve deviatorik dizlemde (0(1)—0) bulunan "s" vektorl ile
gosterilir (oo . s=0), Sekil 11.

Vektdr snin deviatik diizleme izdiistimiisu sekilde formiile edilir:

OR = (01.02,03)-(2-1-1)- %—3 S\f \f F 20

Burada s vektoriiniin degeri

9=12"52) =+/3-19 F21

F 21 formulu ile verilen to genelde " Oktaeder kayma gerilmesi" olarak bilinen su biiytikliiktiir.
/2
Tn=./—-S F 22
07373

Deviatik diizlem

Hidrostatik eksen

Sekil 11, Deviatik diizlemle ii¢ eksenli gerilmeler
Sekil 11 ile gorilen 6 agisinin degeri F 23 ile bulunur.

V2 8 _+2 2:01-0y-04

T0 6 T0

F23

Cos0 =

Parcadaki gerilmelerin durumu, bilinen gerilmeler oo, 1o ve 0 agisinin verilmesiyle ana eksenler
sisteminde kati olarak belirlenir.
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Bunun yaninda sunuda unutmamak gerekir; ana eksenler sistemine gecisini saglayan baslangig
koordinatlarini belirleyen alt1 tensoriin bilesenleri kaybolmustur (goriinmemektedir).
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16 Gerilmeler ve Mohr dairesi

1.2. Asal normal gerilmeler veyonleri

Burada maksimum ve minimum degerleri bulmak i¢in birinci derecedeki diferansiyel denklemi
sifira esitlememiz gereklidir. Bu hesab1 yapmak istersek:
don/de=0

Op = Oy -cosch+cy -Sin2(p+rxy-23in(pCOS(p
(Gx cos?¢ + oy sin?e+21 COS(pSin(p)/ de=0
—oxSiN2¢ +cySiN2¢-21tcos2¢ =0 (—ox toy)sSin2¢=21cos2¢
sn2¢p _ 21
cos2¢p —(ox—oy)
Boylece asal normal gerilmeler 61 ve 62 nin yonlerinin agist bulunur:

ton 20 = - F24
Gx —Oy
0 © Kesitin agis1 *)1
Txy MPa Kayma gerilmesi
Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme

*)1 Burada i agisi, x-ekseni ile 1. asal normal gerilme ekseninin olusturdugu ¢ agisidir.

F 24 ile verilenlerin analizini yaparsak:

iki aciyr gosterir. Bunun yaninda ¢ agisi birbirine 90° farkl iki eksen yoniinii belirler.

Asal normal gerilmeler o1 ve o> birbirlerine diktirler ve tan2¢ birbirinden 180° farkl “

Diger taraftan kayma gerilmelerinin hesabina devam edersek (F 4):

Tth =Tnt = (cy —GX)-Sin(pCOS(p+ Txy -(cosch—sin2 (p)
Trigonometri bilgimizi tazelersek;

cos2@—sin2¢p=Cc0s2p Ve Singcose=sin2¢p/ 2
Bu bagintilar1 ty,-formiiliinde yerlestirirsek:

(ox-oy)

Ttn = T COS20 + sin2¢

Asal normal gerilmelerin yonleri formiiliinii tekrar ele alip islersek (F 24):
sSn2¢ _ 21y 2Ty COS2¢

ve buradan Sin2p=-

Bu bulunan degeri yerlestirirsek:
(ox-oy) -271xy COS2¢

Ttn = T COS2¢p +

(ox-oy)
Ttn = Txy - COS2¢ — Tyy - COS2¢ !.. F 25
Tuy MPa Kayma gerilmesi

o

[0} Kesitin agis1

F 25 ile ile verilenlerin analizini yaparsak su sonuca variriz.

Kiiciik bir prizma parcasint asal normal gerilmeler 61 ve o, €tki edene
kadar cevirdigimizde kayma gerilmeleri sifirdr.
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1.3. Mohr dairesi
F 1ilebilinen o, normal gerilmesini ele alalim.

Gp = Oy -c052<p+cy -sin2<p+rxy -2SIiN @ COSP
Trigonometri bilgimizi tekrar tazeleyelim;

sin2<P=%(1-C052(P) cosch=%(1+c082cp) | 2sing cosp=sin2¢|

Bu bagintilar egik diizlemindeki normal gerilmeler formiiliinde yerlestirirsek:
1 1 .
on= ox5 (1+cos2¢) + oy (1-c0s2¢) + 14y SIN20

_Gx+0y +Gx_6y
2
ve i¢ teget gerilme igin; Ttn = Txy (cosch-sinz(p) +(Gy—cX)COS(pSinV

C0S2¢p +tSiN2¢

on

Oy~ Ox .

Gx_Gy

Tth=— Sin2¢ + 1y, COS2¢

Eger bu iki esitlik formiiliiniin karesini alip beraber toplarsak Mohr'un (mohr) gerilmeler dairesini
buluruz. Bu daire o ve 1, koordinat sisteminde bulunur:

oxto 2 Gx— O 2
("TYJ :(%cos&wf)(ysin&pj

2
thn:(—cngysin&[ﬁrcos&pj

2 2
oxto Gx— O
(cn'—x2 Y ] + tfh = (cos? 2 +sin?2¢) (—Xz yj 1y

Diger taraftan cos?2¢ +sin22¢ =1 oldugundan F 26 formiilii bulunur.

oxto 2 Ox-O 2
X _ X 2
(Gn-—z y J +Tt2n—( 2 yJ +‘|:Xy F26
On MPa Kesit ylizeyindeki toplam normal gerilme
Tin MPa Kesit ylzeyindeki toplam kayma gerilmesi
Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
Oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme
Tuy MPa Kayma gerilmesi
Daire fomul i; (x-a)?+(y-b)?=r? F27

F 26 ile bulunan formiiliin dairesini ve F 27 ile verilen genel daire fomiilii ¢izelim (bkz Sekil 12) ve
F 26 ile F 27 formullerini Tablo 1 de karsilastiralim:
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18 Gerilmeler ve Mohr dairesi

y T
| B
! r +Tmax R
77777 s C A o
> | 0 M
o ‘ T max
I :
a O min=02
X M= (cx+g )2
Omax =01
Sekil 12, Genel daire Sekil 13, Mohr dairesi
Tablo 1, Daire fomiilii ile gerilme fomiiliiniin karsilastirilmasi
Genel daire, F 27 ve Sekil 12 Mohr dairesi, F 26 ve Sekil 13
X On
Oy +0C
a M=—2_
2
2
oxto
(x-a)? ( on— 5 ]
2
y Ttn
b 0
(y-b)? (-0 )
Gy — O 2
2 X Py 2
r +7T
Gy —C 2
r R = X y n ,52

Burada b = 0 olmas1 dairenin merkezinin koordinat sisteminin sifir noktasinda oldugunu gdsterir.
Bu daire ilk defa Mohr tarafindan bulundugu icin "Mohr dairesi" denir.

1.3.1. Mohr dairesinin merkez koordinatlari

Tablo 1 ile goriilen benzerliklerden su formiilleri kolaylikla tiretiriz:
Mohr dairesinin merkez koordinatlart Tablo 1 ile derhal goriiliir. Mohr dairesinin merkezi daima x-
ekseni tlizerinde olacagindan ordinati sifirdir ve apsis degeri F 28 ile bulunur.

+
M= X%y F28
2
M MPa  Mohr dairesi merkezinin x degeri (apsisi), y=0
Ox MPa  x-ekseni yonundeki normal gerilme
Oy MPa  y-ekseni yonindeki normal gerilme
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1.3.2.Mohr dairesinin radyus boyu
Mohr dairesinin radyus boyu Tablo 1 ile derhal goriiliir ve F 29 ile gosterilmistir.

2
R= +1 F29

Ox MPa  x-ekseni yonundeki normal gerilme
Oy MPa  y-ekseni yonindeki normal gerilme
Tyy MPa  Kayma gerilmesi

1.3.3.Asal normal gerilmeler o, ve o,

Mohr'un gerilmeler dairesi lizerindeki her nokta parca lizerindeki bir kesiti gosterir (Sekil 12). Bu
cember lizerindeki noktada kurulacak koordinat sistemi, o kesitteki i¢ gerilmeleri "o ve 1" u
gosterir. A ve C noktalar1 koordinat sisteminin gosterdigi kesitteki maksimum ve minimum ig
normal gerilmeleri, diger deyimi ile asal normal gerilmeleri gosterir. Bu degerleri formiille
gostermek istersek Sekil 12 ile goriildiigi gibi su bagintiy1 buluruz.

012 = atR
oxto Ox-C 2
- 9X Oy w e 2 F 30
019 = + +
Ox MPa  x-ekseni yonundeki normal gerilme
Oy MPa  y-ekseni yonundeki normal gerilme
Tyy MPa  Kayma gerilmesi

1.3.4.Maksimum kayma gerilmes Tmax
Sekil 12 ile gorilen B ve D noktalar1 maksimum kayma gerilmesini gosterir ve buda Mohr
dairesinin radyusuna esittir.

2
rmaX—R—i\/{ 5 yj +Tyy F31
Ox MPa  x-ekseni yonundeki normal gerilme
Oy MPa  y-ekseni yonundeki normal gerilme
Tuy MPa  Kaymagerilmesi

1.3.5.Mohr dairesininin geometrik yorumlanmasi
© [MPa] N (G Tn)
Sekil 14 ile goriilen:
¢ agis1; x-ekseni ile egik

diizlemin olusturdugu
acidir.

@ agis1; x-ekseni ile 1. asal
normal gerilme ekseninin
olusturdugu agidir.

Sekil 14, Mohr dairesi
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1.4. Asal normal gerilmeler

X Gy

Sekil 15, Asal normal gerilmeler

Herhangi bir gubuktan kiigiik bir kismini1 aldigimizi (Sekil 15) ve bu parganin 6y, 6y ve Ty, tarafindan
etkilendigini kabul edelim. Bu pargayi yavasca dondiirdiiglimiizde bir an gelecek belirli bir ¢1 (fi)
agisinda, Normal gerilmelerin (ox ve oy) birinin en biiyiik digerininde en kiiglik degere vardiginda tyy
ninde kayboldugu, degerinin sifir oldugu goriilecektir. Burada daima o1 > o5. kabul edilir. Bu arada

Omax = 01 V€ Omin = 02 olarak yazilir.

1.4.1.Parcada o ver icin on isaret kurah

Bir ddevde verilen gerilmelerin (ox , oy Ve 1y, = Tyx) On isaretleri daima asagida verilen 6n isaret
kuralina gore kabul edilecektir.

Bu durumada su tanim yapilir:

Bir par¢ada kayma gerilmesi sifir ve yalniz normal gerilmeler var ise,
bu gerilmelere "asal normal gerilmeler (o1 ve o) " denir.

Gerilmelerin geometrik yorumlanmas1 Mohr dairesi ile yapilir.

X On isaret kurali

t%iLGf}B 1. Cekme gerilmeleri daima pozitiftir.
o 2. Duzlemeinen dikmeler x inveyay nin
Y Tyx 2 pozitif koordinat sistemindeki yonlerini
@'{ P gosteriyorlarsa, bu gerilmeler pozitiftir.

Ox Tyx Eger kayma etkiledigi yiizeyde pozitif y-
) yonundeyse ve pozitif x-yonini gosteriyorsa
O Txy kayma gerilmesi Ty, pozitiftir.

Sekil 16, Parcada c vet
1.4.2.Mohr dairesinde gerilmelerin (o ve 1) gosterilmesinde on isaret kurah
X On isaret kurali
g fo 1. Cekme gerilmeleri daima pozitiftir.
y 1© 2. Kgyma gerilmeleri pozitiftir, eger parganin
yX i¢ine gore pargayi saat yoniinde
S s déndruyorsa.

)

<
x

— 3. Eger 1y pozitif ise, Tyx M_ph( daires qde

GTXV negatif olarak gosterilir. On isaret daima
bilinenin tersidir.

Sekil 17, Mohr dairesinde ¢ ve t

Yukarida teorik olarak anlatilan Mohr dairesinin konstriiksiyonunu daha iyi anlayabilmek i¢in basit
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bir 6rnegi ele alip detayl analizini yaparak Mohr dairesi konstriikksiyonunu anlatmaya ¢alisalim.

X X oysing Kabuller veya bilinenler:
P n Txys-n(p
\ A {y TR ox = 70 MPa

y
[}
Oy
Syl
T, CO
Te yxCoS oy =30 MPa
yX G)e(a o
® GOxCO! / n
o x R LY /A Ty = ~35MPa
(<] n
GTTXY Diizleme dik
Paralel oldugu eksen Tyx = 35MPa
’
t —_— O
¢ =15

Sekil 18, Parcada gerilmeler

1.5. Mohr dairesinin konstr iksiyonu

Mohr dairesinin konstriiksiyonunun bitmis hali Sekil 19 ile goriilmektedir. Kabul edilen apsisi o,
ordinati t olan bir koordinat sistemi ele alinir.

T [MP4]
A y-eksenine //
Ox
50 + —_—
T N'yx  t-eksenine//
40 1 max

1.ekserg// 20 +

<101

“2’/2(

n-eksenine // -

~

Tnt
Gt —20 T

T (o, Tt
x-eksenine// -30+_0©
oo =38y

—

i oy Y (;yTTXy)

—50 +

x-eksenine // -
P

Gy

Sekil 19, Mohr dairesi konstriiksiyonu

1. Bilinen degerlerle X ve Y noktalar ol¢ekli koordinat sisteminde isaretlenir.
Burada X (o, tyx) = X(70, 35) ve Y (oy, txy) = Y (30, —35) degerindedir.

2. Mohr dairesi merkezi M noktasi:

X ile Y noktalarin1 birlestiren dogrunun c-eksenini kestigi nokta Mohr dairesinin merkezi M
noktasidir. Analitik olarak M noktasinin sayisal biiytlikliigii F 32 ile hesaplanir:
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M = X O F32
2
Ox MPa x-eksenindeki normal gerilme
oy MPa y-eksenindeki normal gerilme

Ornekdeki degerlerle M noktasinin sayisal biiyiikliigii soyle hesaplanir:

70+30
2

Mohr dairesi yarigapt R:

M =

50 M (50,0) Sekil 19 de isaretlenir.

X ile M noktalarini birlestiren dogru Mohr dairesinin yaricapidir "R" ve analitik olarak sayisal
biiyiikliigii F 33 ile hesaplanir:

R = Tmax

oo 2 F33
X 2
Tmax = ( 5 y] T Txy

Sayisal olarak Mohr dairesinin yarigapi ile maksimum kayma gerilmesi ayni1 degerdedir. Yalniz
birim olarak degisiktir.

Maksimum kayma gerilmesi, tnax: degeri analitik olarak F 34 ile hesaplanir:

2
rmax—\/( 5 y] +Thy F34

Ox MPa x-eksenindeki normal gerilme
oy MPa y-eksenindeki normal gerilme
Txy MPa Kayma gerilmesi

Ornekdeki degerlerle yarigap R nin sayisal biiyiikliigii:

2
R - \/( 70; 30) 4352 R=40311  Sekil 19 de isaretlenir ve Mohr dairesi gizilir.

3. Mohr dairesinde kutup noktas: P:

X noktasindan y-eksenine ¢izilen paralelin, Y noktasindan x-eksenine ¢izilen paraleli kestigi
nokta Mohr dairesinde kutup noktas1 P dir.

Sekil 19 ile goriildiigii gibi P noktasinin koordinatlar1 P(cy,txy) dur. Burada P(70,—35) dir.
4. Asal normal gerilmeler oy ve oz (=0) ile 1 ve 2 numarali eksenler:

1 ve 2 numarali asal normal gerilmelerin noktalar1 daima o-ekseni Uzerindedir ve Mohr dairesi
ile o-ekseninin kesistigi noktalardir. Daima 61 > 6, ve 1> 2 olarak adlandirilir.

P — 1 dogrusu 2.eksene paraleldir ve G, nin yonini gosterir,

P — 2 dogrusu 1.eksene paraleldir ve o1 nin yonini gosterir.
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Asal normal gerilmeler o1 ve o, (1=0) sayisal biiyiikliigi analitik olarak F 35 ile hesaplanir:

2
cxz—cxzcyi\/(gxch + 15y F35
o1 MPa 1. asal normal gerilme (1> ©5)
o2 MPa 2. asal normal gerilme (c2< ©1)
Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme
Tuy MPa Kayma gerilmesi

Asa normal gerilmeler o1 ve o2 nin yonleri analitik olarak F 36 ile hesaplanir:

tan2¢; = 0y F 36
Gx —Oy
01 © x-ekseni ile 1. eksenin olusturdugu ac1
Tuy MPa Kayma gerilmesi
Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme

Ornekdeki degerlerle ¢ in sayisal bityiikliigii:
2-(-35)
30-70
5. Gerilme noktalart N ve T:

tan2¢4 = =1750 arctan(1,750) = 60,255 ¢ =30,128°

P noktasindan t-eksenine ¢izilen paralelin Mohr dairesini kestigi nokta gerilme noktasit N (cp,Tin)
P noktasindan n-eksenine ¢izilen paralelin Mohr dairesini kestigi nokta gerilme noktasi T (ot,Tn).
Bu degerler Sekil 19 ile goriildiigii gibi analitik olarak F 37, F 38 ve F 39 formiilleriyle
hesaplanirlar.

Gn:GX-COSZ(p+Gy-Sin2(p+rxy-28in(pCOS(p F37
. . 2 82 _ .

Gt =0y -SIN" @+ Gy - COS” @ — Tyy - 2SN COSP F 38
rtn:rnt=(cy—cx)-sin(pcoscp+rxy-(cosch—sinch) F39
Ox MPa x-ekseni yonundeki normal gerilme
oy MPa y-ekseni yonundeki normal gerilme
Txy MPa Kaymagerilmes

Ornekdeki degerlerle o, , o Ve Tty nin sayisal biiyiikliigl hesaplamak istersek:

ox=70MPa ; oy=30MPa ; ty=-35MPa ; ¢=15° igin;

n-eksenindeki normal gerilme; on = 49,821 MPa
t-eksenindeki normal gerilme; o = 15,179 MPa
Kayma gerilmesi; Tin = —40,311 MPa Tnt = 40,311 MPa
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6.

Gerilmelerin diyagramda gosterilmesi ve gizilmesi:

X noktasinda normal gerilme oy "+" pozitif oldugundan " ¢ekme" gerilmesidir. Cismin dolu
tarafi sol tarafta gosterildigi i¢in gerilme yonii yiizeye dik olarak saga dogru gosterilir. Kayma
gerilmesi 1y, " +" pozitif oldugundan cismin merkezini saat yoniinde geviriyor demektir. Cismin
merkezi sol tarafta oldugu i¢in gerilme yonii burada asagiya dogru ¢izilir.

N noktasinda normal gerilme o, "+" pozitif oldugundan " cekme" gerilmesidir. Cismin dolu
tarafi sol tarafta gosterildigi i¢in gerilme yonii yiizeye dik olarak saga dogru gosterilir. Kayma
gerilmesi 1y, " +" pozitif oldugundan cismin merkezini saat yoniinde ¢eviriyor demektir. Cismin
merkezi sol tarafta oldugu i¢in gerilme yonii burada asagiya dogru ¢izilir.

1 noktasinda asal normal gerilme o1 " +" pozitif oldugundan " ¢gekme" gerilmesidir. Cismin dolu
tarafi sol tarafta gosterildigi i¢in gerilme yoni yilizeye dik olarak saga dogru gosterilir. Asal
normal gerilmenin oldugu yerde kayma gerilmesi t; = 0 dir.

Y noktasinda normal gerilme oy "+" pozitif oldugundan " ¢ekme" gerilmesidir. Cismin dolu
tarafi yukar1 tarafta gosterildigi icin gerilme yonii yiizeye dik olarak asagiya dogru gosterilir.
Kayma gerilmes 1y, " =" negatif oldugundan cismin merkezini saat yoniiniin tersine geviriyor
demektir. Cismin merkezi yukar tarafta oldugu i¢in gerilme yonii saga dogru ¢izilir.

T noktasinda normal gerilme o; "+" pozitif oldugundan " ¢cekme" gerilmesidir. Cismin dolu
tarafi yukar1 tarafta gosterildigi icin gerilme yonii yiizeye dik olarak asagiya dogru gosterilir.
Kayma gerilmesi t " —" negatif oldugundan cismin merkezini saat yoniiniin tersine geviriyor
demektir. Cismin merkezi yukar tarafta oldugu i¢in gerilme yonii saga dogru ¢izilir.

2 noktasinda asal normal gerilme ;" +" pozitif oldugundan " gekme" gerilmesidir. Cismin dolu
tarafi yukar1 tarafta gosterildigi icin gerilme yonii yiizeye dik olarak asagiya dogru gosterilir.
Asal normal gerilmenin oldugu yerde kayma gerilmesi 1o = 0 dir.

1.5.1.Mohr dairesi igin pratikten ornek

Mohr dairesinin konstriiksiyonu i¢in pratikten 6rnek yapalim. Sekil 20 ile verilen bir par¢ada
kaynak dikisi ile birlestirme vardir. Par¢ada ve parcanin kaynak dikisindeki gerilmelerin analizini
yapalim.

Sekil 20 ile verilmis olan egik kaynak dikisli

plakada bilinenler:
ox =—20 MPa
c,=60MPa

Tyz = Tzx = —30 MPa

Sekil 20, Egik kaynak dikisli plakada gerilmeler 0 = 38°

Mohr dairesinin konstriikksiyonunun bitmis hali Sekil 21 ile goriilmektedir. Kabul edilen apsisi o,
ordinati t olan bir koordinat sistemi ele alinir.

1.

Bilinen degerlerle X ve Z noktalari ol¢ekli koordinat sisteminde isaretlenir.
Burada X (oy, txz) = X(=20, —30) ve Z(o, t) = Z(60, 30) degerindedir.
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T [MP4 \\%
Tmax| ¥
N(O’n, i) 7//
2881
Kutup P/~ 7%8 |
4
|
|
|

'(p}j(\p =529~ _

-

&

20 | g 1,0 _G [MPd
/! = ‘720 O+ ~—
) -53‘
N %
I XGem) N\
\y/\gz
Oz 01
1. "
T. \22
G—X>J X\jx— = =
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Sekil 21, Egik kaynak dikisli plaka icin Mohr dairesi

2. Mohr dairesi merkezi M noktasi:

X ile Z noktalarii birlestiren dogrunun c-eksenini kestigi nokta Mohr dairesinin merkezi M
noktasidir. Analitik olarak M noktasinin sayisal biiytikliigii F 40 ile hesaplanir:

M= GX—+GZ F 40
2
Ox MPa x-eksenindeki normal gerilme
(o MPa z-eksenindeki normal gerilme
Ornekdeki degerlerle M noktasinin sayisal biiyiikliigii syle hesaplanir:
M= —20+60 =20 M(20;0) isaretlenir (Sekil 21).

2
Mohr dairesi yarigap1 R bulunur.
X ile M noktalarini birlestiren dogru Mohr dairesinin yarigapidir ve analitik olarak sayisal
bliytlikliigii F 41 ile hesaplanir. Formiilde yari ¢apin birimi mm olarak se¢ilmistir.

2
Ox ~ % 2
R= +1 Fa1

Maksimum kayma gerilmesi tma 1n sayisal biiylikliigi F 42 ile hesaplanir.

2
Trmox =\/(_"X‘GZJ +12, F42
2
Ox MPa x-eksenindeki normal gerilme
(o MPa z-eksenindeki normal gerilme
Tox MPa Kaymagerilmes
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Ornekdeki degerlerle yaricap R nin sayisal biiyiikliigii:

2
R= \/ (ﬁj +(=30)? R=50,0 mm

isaretlenir (Sekil 21) ve Mohr dairesi ¢izilir. Yukarida Mohr dairesinin konstriksiyonu nda
anlatildig1 sekilde aranan degerleri ¢izim tamamlanir ve diyagramdan okunur (Sekil 21).

o1~ 70 MPa : o2~ —-30 MPa

P~ 109°

on~0,5MPa , ot~ 39 MPa , T = Tnt = 46 MPa
Tmax = 50 MPa

Bu degerler analitik olarakta hesaplanir.

Asal normal gerilmeler (bkzF 30) : 01> o>

2
Oy + 0y, Gx —Oy 2
012 = + +7
12 2 \/[ 2 X

2
GLo=— 20; 0, \/(_ 202_ 60) +(~30)2 61 =70 MPa 6, =-30 MPa
Asal gerilmeyoni ¢y (bkz F 24)
tan 2([)1 = 2 Ixz
Ox 0z
2-(-30) .
tan2¢=———=0,75 = =18,4° + 90° =108,4
"= 2060 i 1
Maksimum kayma gerilmes zmax (bkz F 31)
2 2
Oy —O — —
Tfmax—\/( X2 yj +T§y Tmax:\/(yj +(-30)° Tmax =20 MPa
Kaynak dikisi a-a daki gerilmeler:
ox=—-20MPa o,=60MPa Tz = Tx =—30MPa 6 =38°
Once burada ¢ =90° - § @=52°  bulunur
oniginF1 cn=cx-cosch+cz-sin2(p+rzx-23in(pcoscp
op = (=20)-€0s% 52+ 60-Sin® 52+ (=30) - 2- SiN52- c0S52
o, =0,568 MPa
cricinF2 ct:cx-sin2<p+cz-cosch+rzx-Zsin(pcos<p

o1 = (~20)-sin?52+ 60- cos? 52— (=30) - 2. Sin52 - C0S52

o1 = 39,432 MPa

=T iGINF3VeF4 1y =1y =(0,—0y)-SINQCOSQ + Ty -(cosch—sinch)
Ty = Tt = (60+ 20)-Sin52- cos52+ (—30)-(cos2 52—sin252)

T = Tpyt = 46,069 MPa
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2. Keditteki gerilmeler

2.1. Genel giris

Mukavemet degerlerindeki bilgilerimizi tazeleyelim. Homojen, izotrop ve lineer elastik cisimlerde
gerilmeler ve esnemeler genel Hook kanunlarina tabidir. Bu cisimlerde sekil degistirme isi "U" ve
ek is "U™" esittirler ve kuvvet ile kuvvetten olusan esnemelerle kaymalar birbirleriyle orantili olup
genelde Castigliano nun kanunlariyla hesaplanirlar.

Statik, bilhassa yap1 stati§inde problemler genelde gerilmeler ve deformasyonlarinin yerine
gerilmelerin bileskesi ve bu bileskeden olusan deformasyonlariyla ¢6ziiliir. Bunun i¢in genelde bazi
basit on kabuller kullanilir. Ornegin: Ince bir ¢ubuk veya kiriste baslangigta eksene dik ve diiz olan
kesit kirigin deforme olmas1 halindede eksene dik ve diiz kaldig1 vede boylamasindaki liflerin
birbirini etkilemeyecegi kabul edilir.

Bu kabuller problemin durumuna gore hesab1 yapacak olan kisinin se¢imine kalmistir. Yamanla bu
gibi problemleri ¢ozen kisiler tecriibe sahibi olup bu durumlarda ¢abuk karar vereceklerdir.

Burada kiris kesit biiyiikliikleri ile olusturduklar1 deformasyonlar detayli goriilecektir.

N M
‘ EA El/L
1 L
€ X
T ‘ N Esneklik Kavis
v T y T
< My " V> ~X
\/ M GA* GKIL
z 1 L
Z Tm (9&
Ortalama kayma Buruima
Sekil 22, Parcada gerilmeler Sekil 23, Diyagramlar

N N Normal kuvvet g 1 Eksenel esneklik (uzama)
V N Dik kuvvet Yo 1 Ortalama kayma
M Nm Egilme momenti % radm Kavis
T Nm  Torsiyon momenti o« rad/m Burulma
E MPa Elastiklik modiilii (N/mm?) EA N/m* Egilme
G MPa Kaymamodulii (N/mm?) A m Kesit alani
L m Etkili boy A*  m? Etkin kayma alan
GA* N/m*  Burulma rijitligi J m Atalet momenti
El  N/m®  Egilme rijitligi K m Torsiyon sabitesi

2.2. Gerilmeler ve deformasyonlar icin kabuller ve sonuclari

Kabuller: e Normal kesitlerin ¢ubuk eksenine daima dik ve diiz olduklari,
e Malzemenin boyuna liflerinin biribirine etkisinin olmadigi,
e Hook kanununun gegerliligi; oy =E-gy .

Sonuglari: e Gerilme durumu lineer ve yalniz oy # 0,

e Esneme dagilimi diiz ve genel deformasyon ilkeleri dahilinde (€, %y, %z.) olusur.

Biitiin bu tanimlama ve kabullere "Kiris teorisi” denir.
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2.3. Egilme ve eksenel kuvvet

Gendl olarak homojen elastik cubukta kesit buytkltklerini (gerilmelerini) ve ait olan
deformasyonlarini dogrusal kabul ederek durumu ele alirsak, su bagintilar1 buluruz:

Anaeksenlere gore:

N jcx-dA o)

f\ E

M, = |oy-z-dA =

y X =
A = (f

MZ:.[GX-ydA g

A
o

Sekil 24, Pargada gerilmeler

N N Normal kuvvet

jdA 1 Belirli A alani i¢in integralini alma

A

Oy MPa x-eksenindeki normal gerilme

My N.m y-eksenine gore egilme momenti

z mm z-degeri

M, N.m z-eksenine gore egilme momenti

y mm y-degeri

€x 1 X-yOninde esneme

Xi 1 i-eksenindeki esnemenin kavis vektori

Hook kanunlarina uyan malzemenin bilinen degerleriyle yapilmis gerilme — esneme (oy ; &)
diyagraminda, eger esneme (deformasyon) degeri biliniyorsa, basit integrasyon islemiyle gerilme
degeri bulunur.

Bunun tersinde once ¢ikis biiytikliiklerinin bir boliimiinii tahmin edip {eo,xy,xz} diger degerleri

{N, My,M z} hesaplayip, bunu yeteri kadar dogrulukta sonug bulana kadar tekrar ederek (iterasyon)
bir ¢bzim bulunur.

Hook kanunlar1 dahilinde lineer elastik malzemeler i¢in degismeyen su baginti yazilir:

oy =E-gy F 44
Oy MPa x-eksenindeki normal gerilme
E MPa Elastiklik modult
€x 1 Esneme

Bu durumda F 43 ile su bagintilar yazilir:
N=E|eg-[0A+xy-[z-dA -y, [y-dA]

My:E-[eo-jz-dA+xy-jzz-dA—xZ-jy-z-dAJ F 45

MZ:E~l—so~jy~dA+xy-jy-z~dA—xz-jy2-dAJ

Veya matris olarak su esitlik yazilir.
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[dA [z-dA ~[y-dA |lg,
A A A
=E-| [z-dA jzz-dA —Jy-z-dA iy
A A A
—[y-dA -[y-z-dA jyz-dA y
L A A A 2
N Normal kuvvet
MPa Elastiklik modul i
1 Etki yoniinde dogrudan esneme
1 Belirli A alani i¢in integralini alma
1 i-eksenindeki esnemenin kavis vektoru
MPa x-eksenindeki normal gerilme
N.m y-eksenine gore egilme momenti
mm z-degeri
N.m z-eksenine gore egilme momenti
mm y-degeri

Ana eksenler y, z ve su bagintilar kabul edilirse;

[y-dA=[z-dA=[y-z-dA=0

A A A
F 45 ile verilen formiiller su sekli alirlar:
N=E-A- g My =E-Jy %y : M,=E-J,-%; F 46
= 2 2
Burada A AI\dA . Jy=[2%-dA . Jp=y"-dA F 47
A A

Ana eksenler (y ; z) koordinatlar doniisiimiiyle deviasyon eksenleri n ve C olan koordinat sistemi

verirler.
n Ny Once ¢ = 0 kabul edersek:
| y=n-no ; Z=(-Go
n el AN T - y=(N-no)-cose+((—Co)-sing
\
g/\z z=-(n—ng)-sine+({—&,)-cose
¢ G ve boylece:
Sekil 25, ve ¢ igin [y-dA=[n-dA-ng-A [z-dA=[C-dA-Co-A
Bu bagintilardanda agirlik merkezinin deviasyon eksenlerine gore koordinatlari bulunur.
[n-dA . [¢-dA
= : = F 48
Mo A 0 A
Mo mm agirlik merkezinin deviasyon eksenine gore apsisi
jdA 1 A alani i¢in integralini alma
n mm n degeri
Co mm agirlik merkezinin deviasyon eksenine gore ordinati
g mm € degeri
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2.3.1.Atalet momentleri
Genel olarak atalet momentlerini su sekilde gosterebiliriz.

J C
y “yz
J= F 49

Eger ¢ # 0 ve kabul edersek ordinat ve apsis degerlerini F 50 ile yazariz:

y=n"cose+_"-sing z=-n"sine+_"cose F 50

Deviasyon momentinin genel formalt F 51 ile gortlmektedir.
Cy,=[y-z-dA
A

F51

Formiil F 50 ile verilen degerleri F 51 ye yerlestirirsek deviasyon momenti bulunur, bkz F 52:
Cyz=[y-2-dA = [(n"cos+C"sing)-(-n"sing+¢'cosg)-dA =0

A A
Cyz =sing-cose- j(g'z—n'z)- dA + (0052 o—sin’ (p)- [n"¢'-dA =0 £ 50
A A
Eger deviasyon momentini Cy, =0 [ j yz-dA = Oj kabul edersek ana yon o; in formult bulunur:
A
—2. jn'.(;'.dA
tan(2p;) = A
- jn'z-dA + IC'Z-dA
A A
Bureda:  J, = [C%dA ; Jo=[n?dA  ve Cupp=[n'C-dA  kabul edilirse;
A A A
—2.C.r
tan(2p;) = ——— %" F53
~ o+

Eger [y-dA=[z-dA=0 s
A A

{jn-dA—no-A:l-COS(pJ{jC-dA—CO-A}-Sin(pzo
A A

—l:_[n-dA—no-A}-Sin(p+|:.[(;-dA—C0-A:I-COS(p:O
A A

Bu denklemleri tane ve coto ile carpar vede toplarsak:

1

L icda—cAl-=

Genel doniistim formiilleri:

Jy =jzz~dA=Jn-~COSZ(p+JC-~Sin2(p—2-Cn-C--Sin(p-COS(p
Jz =jy2~dA =Jn-'Sinz(p+JC-~COSZ(p+2-Cn-C--Sin(p-COS(p F54

Cyz=yz-dA Z(Jn-—JC-)-Sin(p~COS(p+Cn-C-~(0052(p—sin2(p)
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veya matris olarak su esitlik yazilir.

Jy cosch sinch —2sinpcose || Jy
J, ¢ = sinch cosch 2sin @ Ccose Je

Cyz Sin@Ccose —SiN@COSe cosch—sinch Che

2.3.1.1. Cesitli kesitlerde atalet momentleri

z A b Agirlik merkezine gore atalet momentleri:
7 3= as-b _a b®
Ys© 12 12
Ys | @ Kenar koordinat eksenlerine gore atalet momentleri ve
deviasyon momenti:
-Y 3 _a3-b 3 _a-b3 c __a2-b2
y= T3 2= 73 yz 4
Sekil 26, Dik dortgen kesit
Z) Agirlik merkezine gore atalet momentleri ve deviasyon
momenti:
3 _a3-b _a-b3 __a2-b2
o Ys 36 Zg 36 YsZs 72
N Kenar koordinat eksenlerine gore atalet momentleri ve
_y deviasyon momenti:
b
3 _a3-b 3 _a-b3 c __a2-b2
Y712 273 vz 24

ﬂl Agirlik merkezine gore atalet momentleri:
¥s

3 _TC-R4 3 _n-R4
Ys = 4 Zs — 4

Sekil 28, Daire kesit

Steiner'e gore atalet momentleri

o
. 232/ Atalet momentleri ve deviasyon momenti:
pA
A 2
Jy=Jy +(Az)"-A
C y
Jp=dz+ (AY)Z A
y
-
C Cy‘z' = CyZ + Ay . AZ . A

Sekil 29, Steiner'e gore atalet momentleri
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Deviasyon momenti C nin 6n isaretine kadar, gerilme ve deformasyonlarinin doniisiimii analogtur.
bundan dolayida Mohr dairesi ile gosterilir.

C

S ;
PKutup m (3, Cye) g f
S n'-eksenine|| ;\/>\
/1N ™
~/ X
K(pi \ . |
|
|

s
/
/
23,9/ ﬁp\l\/ for ¥.0 ;
/

/ . -
/ y-eksenine || !
z-eksenine || z ¢
Buradas J,>J,
C-eksenine | ¢ terssaat yoninde
Sekil 30, Atalet momentleri i¢in Mohr dairesi ve genel kurallar
. I+ g Tom o
Asal atalet momentleri: Joo=" 6 L e 2, F55
y!Z 2 2 n Q
2-Cpe
Asal atalet momentlerinin yon: tan 2¢; = E F 56
LS
Ideal eylemsizlik momentleri:
Jy=[z"ndA  ve J,=[y*-n-dA F 57
2.3.2.Normal gerilmelerin genel formali
F 43 ve F 46 ile normal gerilmelerin genel formull F 58 bulunur.
ox=E-&x= E'(80+Xy'Z—Xz'y)
M . .
cx=ﬂ+—y~z—&'y ; cx=ﬂ' 1+ 2 §A+y 32/A F58
A )y J, A iy is

veya matris olarak su esitlik yazilir.

N A 0 O0]lg

M, 0 0 J;||%z

M My L o
Bunun yaninda: YA = _WZ , Zp = N Statik esdeger kuvvetin etki noktalari
, Jy . J; Evlemsizlik radvus]
iy == , = ylemsizlik radyuslari
A A
oy =0 isenotr ekseni formuld bulunur:
Y-YA  Z-Zp
o T T 1=0 F 59
17 Iy
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2.3.3.Egilme cizgisi
Egilme ¢izgisi:
Bir kirisin/gubugun ndtr ekseni noktalariin belirli bir yondeki kayma bilesenlerinin olusturdugu
cizgidir.
Egilme ¢izgisini:
e Kirisin diferansiyel denklemi ile,

e Mohr analogu ile,
e I5 denkleminin nokta nokta prensibi ile,

hesaplayabiliriz.
x(u)

z(w)

\‘ Wm 'Wn
] w
—y Um Un
\'\ |
Sekil 31, Egilme ¢izgisi
2.3.3.1. Kirisin diferansiyel denklemi ile sehim
Bildigimiz tanimlamalar1 hatirlayalim:
2 Ul
Teme bilgilerden: M =-E-J-w" Z—I\g+q: M +q=—(E-J-w") +q=0
X
My =-E-Jy-uy
2
G - vZ.S?
F 80 U(yyz)=[ [ = vz -dA -dx = [ [—2—— -dA -dx
YA 2 xAZ'G'bZ'Jg/
()= [ 22
F 82 Ulyyy )= | —=—-dX
X ){Z-G A
T,-T
F 128 Xy =0T " uh 0

Bu formiillerden kirigin genel diferansiyel denklemi F 60 bulunur:

d? d?w )| d? T,-To d [V
- J|E-J, — |-—!E-J, - u_o_ . Z_ +0g=0 F 60
dx? [ Y dsz dx? { Y {GT h dx (G-A ﬂ} q
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Kirisin diferansiyel denklemi:

Kavis:

Ortalama kayma:

degerleri w' ye su katkida bulunur:

d? d?w
- . E.J [ -|—q:0
dx 2 ( y dsz
d2w N
dx

Ym=V,/(G-A")

d?w

_—_aT

|\/|y d

e

Ju=To |
h

|

&
G-A

F 61

Kirisin genel diferansiyel denklemi F 60 homojen olmayan dordiincii dereceden katsayilari
degisken diferansiyel denklemdir ve numerik yoldan ¢6ziiliir. Bunun karsit1 olarak F 62 ile goriilen
kirisin basitlestirilmis diferansiyel denkleminin katsayilar1 sabittir ve ¢oziimii genel olarak F 63 ile

gorulmektedir.

v

w 1

q N/mm
E N/mm?
J mm?*

Burada"E.J = sabit" kabul edilir.

d*w

dx?

_ 9

E-J

F 62

w nin 4. dereceden tirevini ama

Yayih ytikiin birim degeri
Elastiklik modult (MPa)

Ait oldugu eksene gore atalet (eylemsizlik) momenti

W=Wpart+C_|_-X3+C2-X2+C3-X+C4

F 63

Homojen olmayan "w,at" diferansiyel denklemi genelde basit kabullerle hesaplanir.

Kavisyy ile genelleme:

e M TumTo (V)
Ly EJ ' h G-A"
To OLTTO
h  — ty o
Tu aTTU \
.1

Sekil 32, Kavis yy ile genelleme

F 64

Ym
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k] F 65

_(E.J.W--)'_{E.J.{GT.TU;To_(

]

G-A

E N/mm?  Elastiklik moduilii (MPa)

J mm* Ait oldugu eksene gore atalet (eylemsizlik) momenti
w 1 W nin 2. dereceden tiirevini ama
oT mm/° Isil genlesme katsayisi

Tu ° Parcanin alt kenarinin sicakligi
To ° Parganin iist kenarinin sicakligi
h mm Parganin yiiksekligi

Vv N Capraz kuvvet

G N/mm?  Kaymamodilii (MPa)

A’ mm? Etkin kayma alani

q N/mm Yayili yiikiin birim degeri

Burada E.J homojen olarak alinmistir. E.J nin homojen olmamasi halinde, homojen olmayan
dordincl dereceden diferansiyel denklemler numerik yoldan ¢ozulrler.

Mohr analogu ile kirigin sehimi icin Kesit buyuklUklerinde Mohr analojis kismina bakiniz.

Is denklemi ile kirisin sehimi icin Is denklemi kismina bakiniz

2.3.3.2. Ornekler
1. Yayih yiik ile zorlanan klasik kiris

A ! ! ! q X
7 == B
L
Z
SCD q
| | |
A=B=q.L/2 B
V=M'=—EW" _ | -qLi2
q.L/2 ‘ + q.L/2
M=—EJw
|qL2/8
. —_a
w . 24EJ
“
24EJ 4
5L
384EJ

w' |

Sekil 33, Yayil yiik ile zorlanan klasik kiris

q-Xx"

Kabul; w =
Pt~ o4 E.J

F 62 tamamen gecerliyse F 63 ile gorilen C;
den C; e kadar integral sabitleri igin, sinir
sartlar1 ile su degerler bulunur.

Wy=0 = W'x=0=Wx= =W'x= =0

q-L

=— : C>,=0
Q= HEs 2
3
g-L
Ca=-— © C,=0
37 4. E-] 4

Bu degerleri F 63 a yerlestirirsek x i¢in sehim
w degeri bulunur:

Wy :L-(x4—2Lx3+ L3x)
24-E-J

Bulunur ve bu formillede x = L/2 ic¢in

maksimum deger bulunur.

5'q'L4
384-E-J

Wy=L/2=
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2. Yayih yiik ile zorlanan iki ucu sabit kiris

q
A X
A B
- L/2 L/2 _
z
SCD q
|
A=B= q.L/2 B
V=M'=—EW" —qL/2
- E qL2/8
—qli2 > 7\7 ]
—— T
qL%24
qu?
w 384EJ

Sekil 34, Yayil yiik ile zorlanan iki ucu sabit kirig

3. Ortadan tek yiik ile zorlanan klasik kirig

|© X
A
07 —A—— B
L/2 } L/2 |
z
SCD j Q
A=B=QR2 B
V=M'=—Ew" _ —Q2
Q2 ‘ + qLi2
M=—EJw

Sekil 35, Ortadan tek yiik ile zorlanan klasik kiris

Yayil yiik ile zorlanan klasik kiristeki kabiil
buradada gecerlidir:

W =12
Pt ™ 24.E.J
z-eksenine gore sistemin ve yukin simetrik
olmasindan otiirii:
C;=C3=0
sinir sartlart ilede su esitlik bulunur.
Wy /2=Wx=L/2=0
1ntegral sabitleri C, ve C4 lin degerleri:
qL® q-L*
Cr=- ; =
48-E-J 384-E-J
Bu degerleri F 63 a yerlestirirsek x i¢in sehim
w degeri bulunur:
wy=— 9 fiex? 8B+ 1)
384-E-J
Bulunur ve bu formullede x = 0 igin
maksimum deger bulunur.

Wyg=—= L'
X0 " 384.E-J
M =—-EJw" esitliginden x i¢in moment:

2 2
YRLH! .(1_12x ]

24 L2

0 < x £ L/2 aralig1 i¢in sinir sartlart ile su
degerler bulunur.

Wx=0=W'x=0=0
Simetri sartina gore:
Wiy=/2=0
Sigrama sartina gore:

—E-J-W"(x=L/2)+Q=0
Ve Wpat =0 ile gozum:

Q

=—-(3L2x—4x2)
48-E-J

Wy

Bu formiillede L/2 i¢in maksimum deger
bulunur.
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2.3.4.Homojen olmayan Kkesitte egilme ve eksenel kuvvet
Homojen olmayan kesitte egilme ve eksenel kuvvetin analizini yapacak olursak (bkz Sekil 36);

Elastiklik modul U;

E(y,2)=Eo-n(y,2)
Eo MPa  Elastiklik modult
n 1 Birlesim degeri
Hatirlanan diger formdiller:
Ex =€ tAy Z—Az"Y
oy =E-gy
N=[oy-dA My:jcx-z-dA M, = [oy-y-dA
A A A

Sekil 36, Homojen olmayan kesit

Boylece normal kuvvet ile egilme momentlerini F 45 ye analog su sekilde formiile edebiliriz:

N=E,: eo-jn-dA+xy-jn-z-dA—xz-jn-y-dA}
A A A

My =Eg- eo-jn-z-dA+xy-jn-zz-dA—xz-jn-y-z-dA} F 66
A A A

M, =E,- —eo-jn-y-dA—xy-jn-y-z-dA+xz-jn-y2-dA}
A A A

Ana eksenler ve c¢esitli degerler:
[n-y-dA=[n-z-dA=[n-y-z-dA=0 ise:

A A A
N=Eq-Aj &g Myon“in‘Xy Mz=Eq-Jz %z
) ) F67
Aj=[n-dA Jyi=[n-z°-dA J;i=[n-y*-dA
A A A
F 66 ve F 67 sembollerinin tanimlanmasi:
N N Normal kuvvet
E MPa Elastiklik modul i
A mm? Indisine gore ait oldugu alan
€0 1 Etki yoniinde dogrudan esneme
My Nmm y-eksenine gore egilme momenti
J mm* Indisine gore ait oldugu eksene gore atalet momenti
Xi 1 i-eksenindeki esnemenin kavis vektori
M, Nm z-eksenine gore egilme momenti
jdA 1 Belirli A alani i¢in integralini alma
A
n 1 Birlesim degeri
z mm z-degeri
y mm y-degeri
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24. Capraz kuvvet
2.4.1.Capraz kuvvetin yaklasik incelenmesi

Capraz kuvvet etkisindeki dort kose cubugun sekil degistirmesini basitce incelersek, 6zel egilme
durumuyla yaklasik olarak buluruz. Bernoulli'nin kabulline gore y, = 0 ve boylece 1« =0 olur ve
V, =0 olmas1 gerekir. Fakat bu gercek capraz kuvvet ile ¢eliskiye diiser. Soyle ki:

Vg = |15 -dA F 68
V, N z yOnunde c¢apraz kuvvet
Tox MPa Z yoninde x-eksenine dik kayma gerilmesi
[dA 1 A yagoreintegralini alma

Sekil 37 ile goriildiigli gibi herhangi bir ¢ubugun kiigiik bir parg¢asini analizini yapar ve x-yoniinde
kuvvetler denge denklemini yazarsak F 69 formdaltinti buluruz.

o

N
s
V.

Oy TxAZs)
] Ox+doy [+
dx
12 z
Sekil 37, Capraz kuvvetlerin olusturdugu deformasyonlarin kaba analizi
ZU
—Tyz(25)- b(zs)-Ox + [doy(z)-b(z)-dz=0 F 69
ZS
Tx(Zs) MPa Agirlik merkezine z mesafesinde kayma gerilmesi
b(zg —mm Agirlik merkezine z mesafesindeki en
j dz 1 z ye goreintegralini zsile z, arsinda alma
ZS
dox(z) MPa x yoniinde z mesafesindeki kismi normal gerilme
b(2) mm Z mesafesindeki en

Diger taraftan su bagintilarla meshur " Bisquit" formult bulunur:

M, -z dM dM
Oy = Y z mesafesinde OIGL(Z):—y-izvz-i buradan VZ:—y bulunur.
Jy dx dx Jy Jy dx
" Bisquit" formuli Tyzr(2s)= (Z i( %) F70
Tx(Zs) MPa Agirlik merkezine z mesafesinde kayma gerilmesi
V, N z yOnunde c¢apraz kuvvet
S(z) mm° Agirlik merkezine gore statik moment
b(zs) mm Zs mesafesindeki en
N§ mm* y- eksenine gore atalet momenti
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2.4.2. Statik moment

Capraz kuvvet z-yoniinde ise z-eksenine gore herhangi bir noktanin statik momenti genelde F 71 ile
pratikte asagida verilen iekillere gore hesaplanir:

Slzs)= Zjuz- b(z)- dz F71

S

2.4.2.1. Statik moment hesaplari1 6rnegi

Zg

Zg
>\\\
-

Sekil 38, Statik moment

Agirlik y-eksenine gore P noktasi i¢in statik moment:

Syp=25-A F72
Sp mm® P noktasi i¢in agirlik merkezine gore z-yoniinde statik moment
Zs mm Agirlik merkezleri mesafesi

A mm?  Statik momenti hesaplanacak alan

b \ \
t t | —
I
‘ Y x Y
A, )
PP A o ™
1L spx |l 215
. R ——'——1
v 21 5 y
a) Statik moment b) Yagmur suyu kurali
Sekil 39, Statik moment ve yagmur suyu kurali
Sypzzl-A1+Zz'A2 F73
Sp mm® P noktasi i¢in agirhk merkezine gore z-yoniinde statik moment
Zi mm Agirlik merkezleri mesafesi
Ai mm®  Statik momenti hesaplanacak aan
b mm Statik momenti hesaplanacak alanin genisligi
h mm Statik momenti hesaplanacak alanin yiiksekligi

Sekil 39 c ile kayma gerilmelerini "yagmur suyu kural'' na gore yonleri gosterilmistir. Ornek
olarak I-Profilinin @ist kusagindaki kayma gerilimi "tyx" y-yontnde, x-eksenine dik. Her nekadar y-
ekseninede dikse, genelde x-eksenine dik kabul edilir. I-Profili dikmesindeki kayma gerilimi "t
z-yoOniinde, x-eksenine dik.
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Dik dortgen sekilli kesitin statik momentini formiil F 71 ile hesaplayalim, Sekil 40 :

b Burada b(z) = sabit oldugundan F 71 su sekli alir:
| Z5
{ p= b J.Z -dz
/%A h/2 S)’ zp
Vi | %/ 2 2
| / N h o)
% | Sp=b[ %
* P h/2=zq Z, 2
b (2 2)
|2 SyP=§'(Zo—ZP

Sekil 40, Dikdortgen sekilli kesit  Burada zo = h/2 degerini yerlestirirsek,formiil F 74 i buluruz:

b (h®
=—|—=z F 74

b mm Statik momenti hesaplanacak alanin genisligi
h mm Statik momenti hesaplanacak alanin yiiksekligi
Zp mm Statik momenti hesaplanacak noktanin mesafesi

Yatik U-profilin analizi

—— i ——
| | |
y=Ox il v~ O il ywox fl 4
Ay | i . Aku | i & Aku | %7— 4&;
P [/ 1z gf| < 1z . e
| [y oo L B
Y b I Ay max) L#—J L#—J
Ymax= Dku |l Ab
a) b) C)

Sekil 41, Yatik U-profilinde statik moment
Sekil 41 ile goriilen yatik U-profilinde cesitli noktalardaki statik momentler su sekilde hesaplanir:

P1 noktast alt kusakta bir noktadir. Yagmur suyu kuralina gore kesme gerilmesi tyx dir ve statik
momenti Sey:

Sekil 41 a, igin : Sp1=2p1-Aymax =Zp1- tku - Pku F75

P2 noktast dikmede bir nokta kabul edilirse, yagmur suyu kuralina gore kesme gerilmesi 1 dir ve
statik momenti Sey:

Sekil 41 b, i¢in : Spy =2g5-Aku =2p1-tky-bu F76

P3 noktasi dikmede bir noktadir. Yagmur suyu kuralina gore dikmede kesme gerilmesi t,x Ve
kusakta 1, dir. P3 noktasinin statik momenti Sps:

Sekil 41 ¢, igin : Sp3 =25 Ay +05-(zky + Zp3)- (zku — Zp3)- tpi F77

5P3=ZS'AKu+0,5'(Z%u—Zg’s)'tDi F78
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41

| dagilim
/

idedlize
edilmis
dagilm

Tzx max

Sekil 42, Yatik U-profilinde kesme gerilmesinin dagilim

Sekil 42 ile yatik U-profilinde kesme gerilmesinin gercek ve idealize edilmis dagilimi ve kesme
gerilmesinin yonu gorulmektedir.
2.4.3.Uygulama ornegi

Dort kose kesitte kayma gerilmesi "t," parabol olarak kesitin yiiksekligine yayilir.
Dikdortgen sekilli kesit

A

X

\V/
V°

b/2 | bl2

E

Sekil 43, Dikdortgen kesit

h/2

h/2

Vz.b.(
V,-Slzs) 4

A=b-h 3, =b-h%/12

Ty (25)=

Burada bu formiilii sadelestirirsek F 79 formiiliinii buluruz.

bizs)-

Jy 2-b-b-h3

V, 3(, 4z
TXZ(ZS):W'E'(].—F] F79
MPa Agirlik merkezine z mesafesinde kayma gerilmesi
N z yonunde ¢apraz kuvvet
mm Kesitin eni
mm Kesitin yiiksekligi
mm Kesitte gerilmesinin arandig1 mesafe

Ortalama kaymagerilmesi t, =V, / A =V, /(b.h) olarak hesaplanir.

Burada F 79 ile kayma gerilmesi: z=0ise

z=h/l2ise

2.4.4.Sekil degistirme isi "U" ya kisa bakis

Formil F 70 ile gorilen kayma gerilmes "t,," ve ileride gorecegimiz kayma degeri "yx."

degistirme isi'nin hesaplanmasini miimkiin kilar. Soyle ki:

Tx(Z9) =3 tm/ 2
Tx(Zs) =0

dir.

dir.

"sekil
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| To= G-V Y,=GA Y,
G.YLI2 GAY2
il 2 UL e
Sekil 44, Parcada "U" Sekil 45, Kesitde "U"
Sekil 44 ve Sekil 45 ile goriilen sekil degistirme isi su formiillerle hesaplanir:
G »
U(sz):I JE'YXZ -dA - dx
X A
2
G » v2.&
U(sz)sz_‘sz‘dA‘dXZ_[j—z -dA - dx F 80
xA 2 xA2-G-b?- %5

Etkin kayma alanm1 A* formiil F 81 ile bulunur. Bu alan ¢apraz kuvveti tasiyan ve kayma
gerilmelerinin hesabinda kullanilan alandir.

* 1
A= =
? . F8l

]

2 2
AD- 3y

F 80 veF 8lileverilen semboller.
U(yxz) Nmm Sekil degistirme isi

V, N Z yonunde capraz kuvvet

S mm® Statik moment

G N/mm?  Kaymamodiuilii (MPa)

b mm Kesitin eni

N§ mm* y- eksenine gore atalet momenti
A* m? Etkin kayma alani

Etkin kayma alanin1 yukaridaki formiile (F 80) yerlestirirsek formiil F 82 bulunur.

()= 2

U(yy,)= [—2.dx F 82
X )j( 2.G-A

U(yxz) Nm Sekil degistirme isi

V, N z yonunde ¢apraz kuvvet

G N/mm?  Kaymamodiilii (MPa)

A* m? Etkin kayma alani

Dikdortgen kesitin etkin kayma alani su sekilde hesaplanir:

h2 2 (1 o n2 22 16 4]
1 zszz'dA= o (h*-8.h 24162 J14a_ o 6'{h4z_§h223+§25}
A ARZE g 4.16-0%-10%-h 4.b-h 3 5
1 6 . 5
ve =2 A =2.A F 83
A*  5.bh 6
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A* m? Etkin kayma alani
A m? Kesitin hakiki alan1

Kaymadan olusan sekil degistirme isi, normal gerilmeler ve esnemelerden olusan sekil degistirme
isine oranla ¢ok kiiciik oldugundan c¢ogu zaman hesaplarda dikkate alinmazlar. Esnemelerden
olusan sekil degistirme isini F 84 ile hesaplayabiliriz.

2 M2 2
Uley)=] 5 e2.da-ax=] 2 | N, By Mz Faa
XA 2 x2 |EA By EJ,
U(ex) Nmm Sekil degistirme isi
| [dA -dx Belirli A alan1 ve belirli x degeri igin integralini alma
XA
E N/mm?  Elastiklik moduilii (MPa)
€x 1 Z ybnuinde esneme
j' dx 1 Belirli x degeri i¢in integralini alma
X
N N Normal kuvvet
A mm? Kesit alan1
M; Nmm Indisine gore ait oldugu eksendeki egilme momenti
J mm* Indisine gore ait oldugu eksendeki atalet momenti

Esit olarak yayili yiikle "q" zorlanan dort kose kesitli basit kirisi ele alip kayma sekil degistirme isi
"U(y)" ile"U(o)" y1 karsilagtiralim ve orantilarini gérelim, Sekil 46.

q Poison sayis1 v = 0,3, L=10h ve b = 1 birim kabul edilirse:
NEEREE
£ L 2 2,3
L
. Vo= d(Lox) U= [2odx (U =0
z ] 2 02GA 24-G-A
= 2
M 215
My:g-(L—X)-X...UG: —Y_.dx qu—
2 2EJy, 240-E-Jy
Sekil 46, q ile zorlanan kirig
Burada"U(y)" ile"U(o)" nin orantisini yazarsak:
U, 10-E-, _10.2.(1+v).6(ﬂj2 ﬁ—z-(lw)-(ﬂjz
Us G-A*-L? 12-5 L o L
e . U, 26
Bu formiile degerleri yerlestirirsek: ——=——=2,6% buluruz.
U, 100

Hatirlatma:

e Seckil degistirme isi "U" hesaplanirken o (ve €) ile hesaplanan degeri ile T (vey) ile degeri
karsilastirildiginda t (ve y) ile hesaplanan deger ¢ok kiigiik oldugundan dikkate alinmazlar
ve sekil degistirme isi "U" yalniz ¢ (ve ¢)ile hesaplanir. Bu bilhassa ince ¢ubuklarin
hesabinda miinakasasiz hemen kabul edilir.

e Tam ve dogru gerilme dagilimlar i¢in bilginizi veya literatiirdeki verileri dikkate aliniz.

¢ Bisquit fomdilii (F 70) ince cidarli kesitlerdede gegerlidir.

44 04 _1_Gerilmeler+Mohr.doc www.guven-kutay.ch



44 Gerilmeler ve Mohr dairesi

2.4.5.Elastiklik teorisi

Kiris teorisine gore toplam gerilmeler N, My ve M, ile toplam deformasyonlar €o, yy ve x. " Genel
gerilmeler” ile " Gend deformasyonlar” dan soz edilir. Capraz kuvvetler dengeden dolay1 olusan
" Genel reaksiyonlar" diye tanimlanirlar ve deformasyon ile kayma olusturmayan, sekil degistirme
isinede katkis1 ¢ok kiigiik oldugundan dikkate alinmayan kuvvetler olarak kabul edilirler.

Kayma gerilmeleri cisimde belli bir kesit deformasyonu olusturur ve buda kiris teorisine gore F 46
ile hesaplanan degere belirli bir ek gerilme katar. Kirig teorisinin uyusma sartinda kaba bir

yaklasimla 628X /5‘y2 =0 kabul eder (&« in kesit boyunca lineer dagilimi) ve bunu F 99 a yerlestirir
ve kuvvet dagilimima gore dogru kabul edilecek bir kararla sol taraftaki ikinci toplanan terimi
dikkate almayip yok sayarsak, oy =E-&y, oy =0 ve 14, =G-vyyy dan dolayr F 85 bulunur.

820)( _E a2Txy

= F 85
oy> G oxoy
0Gy . - ; e
8_y 1 oy fonksiyonunun "y" ye gore kismi tiirevini alma
E N/mm?  Elastiklik modulii (MPa)
G N/mm?  Kaymamodiilii (MPa)

Simdiye kadar kullandigimiz koordinat ekseni z ile y nin yeri degistirilir ve F 70 formiiliine

yerlestirilirse dort kose kesit icin F 86 bulunur.

2
0 .g-
ox _E-ay F 86

g2  G-J,
0Gy . - . e
8_y 1 oy fonktionunun "y" ye gore kismi tiirevini alma
E N/mm?  Elastiklik moduilii (MPa)
q N/mm Yay1li yiikiin birim kuvveti
y mm y degeri
G N/mm?  Kaymamodilii (MPa)
J, mm?* z-eksenindeki atalet momenti

Diferansiyel denklem F 86 , F 87 ile verilen formulleicraedilir.
M
Ox ==—2-y +Acy F87
J;
Burada Acy:
q-E ( 3 2)
Aoy =———-120-y°-3-y-h F 88
*“10.69 ) 7Y

M, Nmm z-eksenindeki egilme momenti
J mm* Indisine gore ait oldugu eksendeki atalet momenti
y mm y degeri
Aoy N/mm?  x ydniinde normal gerilme artis1
q N/mm Yayih ytikiin birim kuvveti
E N/mm?  Elastiklik modilii (MPa)
G N/mm?  Kaymamodiuilii (MPa)

Ek gerilmeler Aoy i¢ gerilmelerdir ve x boyunca sabit olup kesitin sonuna kadarda sabit kaldiklari
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kabul edilir. St. Venant prensibine gore bu kabul tiknaz olmayan kirislerde (L/h>4) 6énemli bir rol
oynamaz.

M.h QER Burada ayn1 zamanda:
o = [Ac-dA = [y-Ac-dA =0 ve
/ A A
: q-L%
L 2] X yayil yik q icin M, =—— dir.
M
g q-E-h3.2:] _4'(1”)'(2)2
/ . 120-G-J-M,-h 15 L
y Mz.y Aoy
%

Sekil 47, q ile zorlanan kiris

v=0,3ve L=10.hicin 0,35% bulunur.

Formiil F 70 1n tiiremesinde kayma gerilmelerinin "ty," kesit boyunca esit dagildigi kabul edilmisti.
Elastiklik teorisinde bu yaklagiminin yiiksek dikdortgen kesitlerde (h>2b) dogru oldugu ortaya
cikar. Plakalarda ise (b>>h) bu durum oldukga biiyiik farklilik verir.

2.4.5.1. Ince cidarh profillerde elastiklik teorisi
Cisimde kesit x-eksenine dikse formiil F 85 pratikte kullanilabilecek dogruya yakin sonuglar verir.

Ty

Tmax

Tax

Tyx

N

Sekil 48, [-profilinde elastiklik teorisi

I-profilinde T, veya tyx degerlerini bulmak igin, kesit
profil dikmesine veya kusaklara dik olarak segilir.
y-eksenine gore statik momentler S kesite gére olusan
momentlerdir.

Celik konstriiksiyon hesaplarinda kayma gerilmesi
kontrolii genelde plastiklik teorisine gore sdyle yapilir:

Burada"A,, = profil dikmesi alan1" olarak kabul edilir.

Etkin kayma alan1 formiil F 81 asagi yukar1 A* = Ay
verir. Ince cidarh profillerde U, nin degeri dikkate

alinmamasina ragmen, dolu profillerde U, nin degeri U, degeri ile beraber dikkate alimnur.
Asimetrik kesitlerde, ornegin: kosebent profillerde, ana eksenler yerine kesit kenarlarina paralel
eksenlerle calismak daha avantajli ve rahattir. Kenarlara paralel eksenlerle ¢alismada F 70 degiserek

F 89 ile goriilen hali alir.

Ve dSy-CreS

t

F 89

2
Iy dg = Cryey

T N/mm?
Ve N

t mm

J mm?

S mm?®
Cij Nm

Kayma gerilmesi

€' yonundeki ¢apraz kuvvet

Cidar kalinlig1

Indisine gore ait oldugu eksendeki atalet momenti
Indisine gore ait oldugu eksendeki Statik moment
Indisine gore ait oldugu eksendeki deviasyon momenti

Diger biiytikliikler detayl olarak " Cekirdek" paragrafinda goriilecektir.
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2.4.6.Torsiyon merkezi

Tanimi: Profilin torsiyon merkezi toplam ¢apraz kuvvetin profile torsiyon zorlamasi olmadan etki
gosterdigi noktadir. Yani ¢apraz kuvvet etkisinde profilde torsiyon (burulma) etkisi olmaz.

Sekil 49 ile verilmis olan U-profilinin kuvvet
mrv S dagilimi analizini yaparsak:
| F
L V2 i "Re" kuvvetleri kusaklarda "ty," gerilmesini
O Bt olRg N olusturur
¢} L M Ay '
L i R Rs kuvveti dikmedeki gerilmeyi olusturur. Bu
D—]jjj;; '[:—i— kuvvet "V," kuvvetine esittir.
z (V) - = Sekil 49 ile goriilecegi gibi kuvvetlerin

dengesi icin "M" noktasinda bir kuvvete

Sekil 49, U-profili kuvvet analizi

gerek vardir. Bu "M" noktasina profilin
" Torsiyon merkez" denir.

Sekil 49 ile goriilen sistemde dikme agirlik merkezi igin moment denge denklemini kuralim:

RF-D+RF-D—VZ-m:O puraden  m=~EN
2" v,

Ayn1 zamanda z-yoniinde kuvvetlerin denge denkleminden XF, =0 dan V, = Rg bulunur. Boylece
U-profilinin (Sekil 49) "M" noktasinin dikme yiizeyi agirlik merkezine mesafesi formiil F 90 ile

bulunur:
Re-h
m= F 90
Rs
m mm Rsnin M ye mesafesi
R N U profilinin kusagin1 zorlayan kuvvet
h mm U profilinin kusaklar agirlik merkezleri mesafesi
Rs N U profilinin dikmesini zorlayan kuvvet

Eger "V;" kuvveti dikmeye paralel ve profili "M" noktasindan zorluyorsa, kesitte torsiyonsuz
egilme zorlamasi olusur. Kiris teorisine gore normal gerilmeler dagilimi e8er capraz kuvvet
torsiyon merkezi "M" noktasinda etkiliyse olur. U-profilinde profilin agirlik merkezi "O" ile

torsiyon merkezi "M" iki ayr1 noktadir.

[ —1 [

Sekil 50, Cesitli profillerde torsiyon merkezi

Kalin cidarh profillerde ¢ok karisik ve zor hesaplama gerekir.

Ince cidarli, yildiz
seklindeki profiller-
de torsiyon merkezi
eksenlerin  kesistigi
noktadadir.
Herhangi bir simet-
rik profil kesitinde
profil kollar1 ince
cidarli kabul edilir-
se torsiyon noktasi
kolay bulunur.

Diger benzer kesit
sekilleri icin litera-
tiire bakiniz.
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2.5. Torsiyon

2.5.1. Doniis torsiyonu (St.Venant)

Torsiyon gerilmesinin genel hesabi elastiklik teorisi ile yapilir.

Yuvarlak sekilli dolu veya kaval kesitte torsiyon kayma gerilmesinin hesabi elementer islemle
yapilabilir, (Sekil 51).

doy

y:r-d—zé boylece:
X

ra
T= jr-rz-dr-d(sz-Z-n-d&-jr3-dr
A dx ‘

Buradan: T=G-Jp-0'y

Jp = g . (r;’ - ri4) yerlestirirsek:

T= r bulunur.

T
P
Diger biitiin kesit sekilleri i¢in torsiyon sabitesi

"K" torsiyon atalet momenti Jp ye esit olmaz.

K?pr

Sekil 51, Doniis torsiyonu (St.Venant)

2.5.2.ince cidarh kaval profiller

Ince cidarli kaval profillerde torsiyon gerilmesini Bredt'e gore hesaplamak pratikte yeterlidir.
Kayma gerilmesi "t" cidarin orta noktasinda ve cidar
kalinliginda esit olarak dagildigini kabul edelim.

Kayma gerilmesi akimi1 "S = 1.t = sabit" ve torsiyon
momenti T nin hi¢ bir sekilde normal gerilme
olusturmadigini kabul edelim.

Boylece su esitlikleri yazabiliriz:

T=§r-S-ds=Sfr-ds=2-S-{dA,

T=2-A,-S Fo1

Torsiyon momenti T den x ekseni yonindeki kayma:
Sekil 52, Ince cidarl profil Y=r-Qy

Formiil F 91 ye kayma gerilmesi akim1 "S = 1; . tmin" u yerlestirir ve bunu kayma gerilmesi "t" ye
cozersek kayma gerilmesini Bredt'e gére kabaca hesaplama formultinti buluruz. Formil F 92.

T
Bredt formul i L F92
2-Ao-tmin
T Nmm Torsiyon momenti
Ao mm? Ince cidarl kaval profilin ortalama alan
tmin mm Kaval profilin en ince cidari
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Kayma Yxs = U v _ou,, dox_Ts_ T Yxs == Hook agore
s ox os X G 2Ag-G-tyn G

ou d
Yxs:a_"'r'&

q ele alip iki tarafi aynen genisletelim:
S X

frrg do=f2L-dsrfr- SO frgds=f O cos P frcs

ou

Burada: P -ds=0 ve Ir -ds=2-A, dir. Budegerleri yerlestirirsek:
C

§yxs- ds= 0+":IPX 2-A,

o
ds=2-Ay —=% Fo3
§Yxs 0" ax
fds 1 Kavise gore integralini ama
Ao mm? Ince cidarli kaval profilin ortalama alan
0y ldx 1 ¢y fonktionunun "x" e gore kismi tiirevini alma

Diger taraftan basta Hook a gore yxsz%‘ demistik, buraya Bredt'e gére kayma gerilmesini

yerlestirir ve yxs degerini F 93 formiiliine yerlestirirsek:

B T
Vxs 2:Agthin-G
T ff ds _ A 6&
2-Ao-G 7 trin ° dx

Bu formullt gy / dx e ¢ozelim:

dpy T § ds

dx 4. Ag -G " tmin
. L 4.A2 . )
Buradatorsiyon sabitesi K= 0 olarak kabul edilince formul F 94 bulunur.
P
d& = L Eo
dx G-K

doy /dx 1 ¢y fonktionunun "x" e gdre turevini alma
T Nmm Torsiyon momenti
G N/mm?  Kaymamodilii (MPa)
K mm* Torsiyon sabitesi
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Plakalar (b>>h) i¢in torsiyon sabitesi "K" su sekilde hesaplanir:

3
. _Th T . bh

K = "ok 3
Ince plakalardan olusan (kalinlik h ve genislik b) profiller igin yaklasik olarak F 95 kullanilir.

K=3b-h3/3 F 95
K mm?* Torsiyon sabitesi
b mm Genislik
h mm Y Ukseklik
3. Deformasyonlar
3.1. Iki eksenli deformasyonlar
‘ \ y(v)
| | r ]l 5
u
| i
| | &dy
| ‘ | ay
o
L Ld D' /% Cl |
] 1 | 2 : ‘
L | d? |=A /2 v dy ! 71! B
|;\{# | I | %dx
| 5 AETT aud &
| I | C y dx ox
| _L 1 dy 5 dx
1Ay | P
u - x(u)
l F z(w) o
Sekil 53, Basit esneme Sekil 54, Diizlemde deformasyon durumu

Konuyu daha iyi anlamak i¢in Sekil 53 ile goriilen tek eksenli basit esnemeyi Sekil 54 ile diizlemde
iki eksenli deformasyon durumlari ile beraber ele alalim. Burada kaymalar ¢ok kii¢iik kabul edilir
ve burulmalar dikkate alinmassa esneme ve kayma komponentleri su sekilde gosterilir:

ou dx
dx'-dx  px
SX = =
dx dx
x-ekseninde esneme "g," F 96 olarak bulunur.
Ex = u F 96
oX

€x % x-ekseni yonunde esneme
ou mm x-ekseni yoninde uzama
dx mm x-ekseni yoniinde ¢ikis boyu

Ayni yontemle diger eksenlerdeki esnemelerde hesaplanir.
v _ow
0z

Ey=— , &z=
y@y z
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Kayma agis1:
Yxy =Yyx =Y1+72
2\/ -dx
_ OX
Yl dxl
Burada pratikte kabul edilecek kiiciik bir yanlisla dx=dx' kabul edersek kayma acis1 y; su sekli alir.
ov
~.dx
peox
dx OX
; . ou
Ayn1 yontemle vy, yi hesaplarsak Yo = 5 bulunur.
Boylece kayma acis1 "yyy" formiilii F 97 ile goriilen hali alir.
S Fo7
Txy = Vyx ox | oy
Yxy » Vxy rad x-ekseni ile x e paralel kenarin agist
ov,ou mm y veya x-ekseni yonundeki uzamalar
oX , 0y mm x veya y-ekseni yoniinde ¢ikis boyu
Bunaanalog olarak "yx;" ve "yx;" kayma agilar1 formiilleri bulunur:
= = % + @ - = = a_W + @
Yxz =Vzx x oz v Tyz=Tzy oy oz

Biiyiik kaymalar ve daha kiigiik deformasyonlarda kinematik relasyonlar F 98 verileriyle hesaplanir.

ou 1|(ou? (ov)?]
ey =—t—|| —| +| —
oX 2 OX OX

Lo 1fau) (Y F o8
oy 2 |\oy) \yy

ou oV Ou ou ov ov
'ny:_+_+_._+_._
oy OX OX oy Ox oy

Deformasyon komponentleri "u" ve "v" biliniyorsa, esnemeler "¢" ve "y" F 96 ve F 97 ile
hesaplanir. Bunun aksine deformasyonlar "¢" ve "y" biliniyorsa, "u" ve "v* F 96 ve F 97
formullerinin entegrasyonu ile, veya ey, €y, y" den iiretilen F 99 ile hesaplanirlar.

828)( azgy B aZny

5> t— F 99
oy OX oxoy
Oey 0y Esneme ¢, fonktionunun "y" ye gore kismi tiirevini alma
ey [ OX Esneme &, fonktionunun "x" e gdre kismi tiirevini alma
Oyxy | Oxoy Kayma yyy fonktionunun "x" ve "y" ye gére kismi tiirevini alma
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3.2. Koordinatlarin transformasyonu

Sekil 55 ile goriilen koordinatlar sisteminde su esitlikler yazilir:

N=X-CoOSQ+Yy-SiNQ X=n-cosp—t-sing Up =U-COSQ—V-SIN®
t=—X-SiNQ+Yy-Cose y=n-sing+t-cose U =—U-SIN@+ V- COSQ

Buradan su degerleri bulabiliriz:

OX oX . oy . oy
— —cos —=-9n —=49In — =C0S F 100
on_ v A o Y T
veya su sekildede yazabiliriz:
z o W
o n Cosp-Sine |[X X cose-—Sing ([N
n(Un = —
t —sSing-coso ||y y sing-cose ||t
y(v) OX B OX B .
t(uy) {un}:|: COS(P'S'n([) :Hu} %—COS(P , E——Sln(p
Sekil 55, Koordinatlar Ut —SIiNG-Cose v Y _ sing ¥ _ CoS@
on ot
Burada "zincir kurali''n1 uygularsak F 101 formiiliinii buluruz (zincir kurali, bkz. Wikipedia)
ou, Ou ox ou oy ov oOX ov oy .
gn=—=—+>—-C0SQ+—-—-COSQ+—-—-SINQ+—-—-9N@ F 101
on ox on oy on oX on oy on

Buradanda F 96, F 97 ve F 100 formiillerinin yardimiyla F 101 formiiliinii F 102 seklinde
yazabiliriz.

En= £y -00S° @ +7Vxy -SINQ-COSQ +sy-sin2(p F 102

Analog (benzer) olarak e =0u; /ot ve v =0up, /ot +ou; /0y, ise su degerler yazilir:

&t = zax-sinch _ny‘Sin(P‘COS(P +8y'C032(p F 103
= =g, .29 Acos? o —sin? +¢g, -2siN@cos
Yt Ex - 2SINPCOSQY  +7yyy -(COS" @—SIN“ @ €y ¢ COSo
Y= =ex-sin(29) +Yxy - €0S(29) +&y -sin(20)
Yt = (ex +&x)-sin(29)+ Yxy cos(29) F 104

F 96 den F 104 e kadarki formuillerde verilen semboller:
& mm Indisine gore esneme
Yij mm Indisine gére kayma
[0} ° Eksenler arasindaki ac1
X,¥,z,nt 1 Anaeksenler
Ui mm Indisine gore x veya n ekseninde esneme
Vi mm Indisine gore y veya t ekseninde esneme

F 37, F 38, F 39 formllleriyle burada F 96 den F 104 e kadarki formullerde verilen e;, yij degerlerini
karsilagtirirsak tamamen bir benzerlik (analogi) oldugunu goriiriiz. Soyleki: Normal gerilmeler oy
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ve oy ile esnemeler g, ve gy, ve kayma gerilmesi t,y ile yarim kayma yxy» nin degerleri benzerdirler.
Bu biiytikliikler simetrik tensoriin bilesenleridir.
Bunu matris olarak gosterirsek, gerilme tensoriine analog olarak deformasyon tensorini buluruz:

Tx
Y
e=| 2= gy F 105
2
0 0
Ana yonler ve ana degerler F 35 ve F 36 e analog olarak su sekilde yazilir:
Ex +& g~y ) 72
ep= X Yy | X8 | Ty F 106
2 2 4
Y
tan 2 = — F 107
01 ° x-ekseni ile n ekseninin olusturdugu ag1
Yxy mm Kayma
€x mm x-ekseni yonundeki esneme
gy mm y-ekseni yonuindeki esneme

Bu gordiiklerimizi ordinati yarim kayma y/2 ve apsisi esneme ¢ olan Mohr deformasyon dairesinde
gosterirsek, genel olarak Sekil 56 bulunur.

v/2
y-eksenine || o2
\) X (&x, Yyx/2) O1 X
) _
/ 2-eksenine 1| o1 (Pela
1—eksenij1e [ y ) / / ool N 1
\\\\ / / Ees / ¢
2(82, O) \\(P\l/ //\Z(P}/ o // 1(81, 0) 2 y
\\\\/ /
AN/
x-eksenine |l / (plf\\ ) // Burada: €1>¢8
Yoy, —pmi2y U " saat yoniinde
Sekil 56, Mohr'un deformasyon dairesi
Burada degerleri su sekilde degismez degerler olarak yazabiliriz:
EntEr=€xtEy=¢€1+&) F 108
2 2
Y Y
ﬂ_gn.gt:ﬂ_gx Sy__gl 82 F109
Txy mm Kayma
& mm indisinin ekseni yontindeki esneme
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3.3. Ug eksenli deformasyonlar
Zaman t = 0 iken P' noktas1 P noktasinin, t =t iken P' noktasida P noktasinin deformasyonu olsun.
Bu durumda zaman degisken kabul edilirse kayma:

u(r,t)=r(r,t)-r

u=r—r
olur.

Zaman t sabit kabul edilirse kayma sahasi1 u(r) :

r(r)=r+u(r)

unun devamli ve diferansiyeli alinabiliniyorsa:

F 110

Sekil 57, Ug eksenli deformasyon

dfzﬂdx+ﬂdy+ﬂdz F111
OX oy 0z
Buradanda su esitligi analog olarak yazabiliriz:
d?za—xdx+a—xdy+a—xdz,... F112
OX oy 0z

F 110 e anaog olarak X=X+ Uy, ... kabul edersek, F 1121 F 113 da goriildiigi gibi yazariz:

— ou ou ou
dx=|1+—2|-dx+—Xdy+—Xdz
( = j & dy F F 113

z

Burada goriilen yeni degerlerin hepsi ouy /X, ...,0u,/0z bire gore kiguk kabul edilirler. Bunlar
giliya kayma egimidirler. Kayma egimini su sekildede ifade edebiliriz:

[ouy oOuy ouy |

ox oy oz
ou, ou, ou

y y y

U | = =u +Uu F114
KL= o oy oz |7 UGD Tk

ou, 0Ou, Ou,

| X oy 0z |

Indisdeki virgiil, virgiilden sonra gelen indisin gosterdigi degiskene gére kismi differensiyeli
gosterir:
m

Uk L XL ye gore kismi (parsiyel) differansiyel

Bu esitligi x,. ye gore simetrik ve x,_ ye gore asimetrik olarakta ifade edebiliriz.

m
m

XL ye gore simetrik
XL ye gore simetrik olmayan

Utk.L)

Utk L]
Esneme ve kaymalar basta kabul edilen dik a¢iy1 kiiciiltmelerine ragmen, degerler infinitezimal
dikdortgen prizmadan okunabilir.

Sekil 58 ile goriilen cisimde dx degerinin F 113 ile ilk yaklagim degerini yazalim:

dx = [1+ au_xj -dx
OX
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ou Esneme ex su sekli alir:

= E3N dx—dx ou

P dx \ X €y = =—X .

A= dX dx OX
%dy / : i Ayn1 zamanda kaymanin degeride yaklasik olarak:

y r
/oy ou, Ou
. au, _Yx y

y Q,V*d\l\ﬂdy o a_sydx Txy —ay + o +...

Z gy — | _
AUy
3 4

s

Sekil 58, Hacimde deformasyon

olur.

F 114 ile verilen esnemeler ve yarim kaymalar
deformasyon tensorini ug )y simetrik ve asimetrik
iki kisim olarak yazabiliriz:

Uk,L =U(k,L) T U[k,L]
Burada deformasyon tensortiniin simetrik kismi Uy ) yi F 115 ile gorildigu gibi yazariz.

Ve boylece

1 1
€x Eny EYXZ
1 1
Uk,L) =&kL = Eny ey Esz F115
1 1
Esz EYzy €z
ou ou, ou
sza—xxl'“ Vyz:sz:EZ"‘a—zy,‘“ F 116

Diger taraftan deformasyon tensdriiniin asimetrik kismi Ulk,L] yi F 117 ile goriildiigi gibi yazariz.

Ulk,L]=

1fouy Uy 1((’&_%j
2 dy 0O 2\ 0z 0o
ou, au
gy L%y Ay F117
2\ 6z oy

F 117 upk,y gore dual vektorii su sekilde yazabiliriz.

<IC e

1
O=—-
-2

rotgzé-qu F 118

Acisal hiz
deformasyon tensori
Hamilton-operator

Formiil F 118 P nin etrafinda rijit cisim rotasyonunu agisal hiz © ile gosterir.
Duizlemde deformasyon durumunda:
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z-ekseni etrafindaki rotasyonda F 119 ile goriildigi gibi yazilir:

1 (av auj
W === ——— F 119

Buraya kadar gordiiklerimizi toparlayalim:

Herhangi bir noktanin yakinindaki deformasyonlarin
kayma degeri "u" , rotasyonu "o" ve esnemes "¢" ile
gosterildiginde, tensor "ex " temel verziyondur ve
asagida verilen esitliklerle gosterilir.

Sekil 59, Diizlemde deformasyon

E) =exTey Tz =& TExTE]
Y 2 Y ?
yz | (7 Xy N
8(2)2( 5 ]+( ;Xj +( 5 ] —8y €7, =€z Ex —&x &y = T E263 T &36] T &6 F 120

2 2 2
1 Yyz Y Tx _
8(3)=Zszszny_8x(%] —sy[%x] —az(TyJ +exEye,  —E1°82°€3

Deformasyonlarin Mohr dairesinde gosterilmesi gerilmelere analog olarak yapilir.
Deformasyon "g " nin; hidrostatik kismi1 dilatasyon (sekil degistirmesiz yalniz hacim esnemesi) ile
devitator kisminin toplami, burkulmasina (hacimin esnemesiz yalniz sekil degistirmesine) esittir.

1 1 1 1
€x Eny EYXZ g 0 O €x —€Q Eny EYXZ
1 1 1 1
Eny €y Esz =0 g O+ STyx &y —&0 Esz F121
1 1 0 0 ¢ 1 1
Esz Esz €2 EVZX Esz €27¢0
S 1
Sekiz yonlu esneme: €0 = 3 &(1) F122
Deviatorin temel verziyonu: €kl =€kl — €0 " OkL F 123
g1) = 0
_ 1.2
F 19 e analog olarak: €2 =T 35 F 124
g(3) = €(3)+ 1 g(1) — L &
@=5@)+5 %) 0~ 55 5
o i Yo |2
Sekiz yonlt kayma: = &2) F 125
. . 2- —€9—
Anaeksenler sistemi: cos0 = V2-e_ 2 25 -8p-eg F 126
Yo 3 Yo
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56 Gerilmeler ve Mohr dairesi

3.4. Isi1etkisinde deformasyonlar

Kesitteki esit dagilmis 1siin yiikselmesi "At" 1s1l genlesme katsayis1 "ot (1/°C)" y e gore defdorme
olur (esner).

ex =L a7 -At F 127
€x mm X-yonundeki esneme
L mm x-yOniinde 1s1 etkisindeki uzunluk (boy, en veya yiikseklik)
oT 1/°C  Isil genlesme katsayisi

At °C Is1 farka

Kesit yiiksekliginde (h) dogrusal 1s1 dagilimi alt kisimda "T," , iist kisimda "T," ise kesitte bir
biikiilme (kavis) olusur.

Tu—To
=0T - F 128
Ly =aT h
Ay /mm  y-yonindeki bukulme (kavis)
oT 1°C  Isil genlesme katsayisi

Tu °C Alt kisimda 1s1
T, °C Ust kisimda 1s1
h mm Kesit ytiksekligi

Genelde bilinen bir temel degere gore (y ve z yonlerinde, 0 °C veya c¢evre 1sis1 gibi) dagilimi
goreceli T(y, z) 1s1s1 engellenemeyen deformasyonlar dogurur. Soyle ki:

[ag-T-dA Jor - Tz-dA — [or Ty -dA
_A __A
S A T L

F 129, F 130, F 131

ve kesitin her noktasinda bir i¢ gerilim kalir. I¢ gerilmeleri genel olarak su sekilde gosterebiliriz:
Buradan da

‘ Gx=E’(gx_sxT)=Eo‘(80+Xy‘Z—Xz’y—0‘T’T) ‘ F 132
Burada: €o 1 EsnemeF 129 ile
Ay /mm  y-yonindeki bukilme (kavis) F 130 ile
Az /mm  z-yonundeki bukulme (kavis) F 131 ile

hesaplanir. Eger €, )y Ve %z herhangi bir sekilde engellenirse, engellenen yerde sikismalar olusur.

Kesitin liflerindeki uzama F 133 ile hesaplanir.

Ex =8t Xy Z—Xz'Y F 133

3.5. Deformasyonlarin 6zeti

Bir noktanin yakinindaki deformasyonlar, o noktanin u kadar kaymasi ve kayma degisme derecesi
Uk , bir deformasyon tensorii ile bir antimetrik kisim (rijit cisim rotasyonu) olarak taksim edilir.
Deformasyon tensorlerinin ana yonleri, degerleri ve temel varyantlar1 gerilme tenssorlerinin
hesaplanmalar1 gibi hesaplanirlar. Analog olarak hidrostatik ve farkli kisimlara ayrilir.

3.6. Uygulama ornegi

Sekil 60 ile verilen parcada yan yizeyi esneme aletleri yardimiyla kenar ve késegenlerinden
Ol¢iilmiistiir. Olgiilen ortalama degerler soyledir:
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v/2
; X
N X1 \
L N\D; \\
AN
\\ \\ \\
z
1 N % \
o> \ 1 €
\ 1N \
\ \\ \
\ X2 N \
- _ . ___ 2
4 N Kutup
z D>

Sekil 60, Diizlemde deformasyon
X1 ile Xz arasiin 6l¢iilmesinden

gy = %0 5,5
Z; ile z; arasinin Olgiilmesinden &, = %0 1,5
D; in 6l¢llmesinden €4 = %o 2

D, yoninde %o 5 esneme olmasi gereklidir. Eger her iki kosegende geregi kadar ¢ok odlgiiliirse hata
yiizdesi miimkiin oldugu kadar kii¢iik olur.

Eger Sekil 60 ile verilen sekli kafes kiris olarak diisiiniirsek, geregi kadar ¢ok Slgmekle cubuk

3.7. Mohr daires vebenzerleri, Ozet
3.7.1.Gerilmeler icin Mohr daires

T
y-eksenine ||
\ X (Ox, Tyx)
/
/ 2-eksenine || 2
1-eksenine Il / o1 X
~ / / e
- < c on/
2 ~
20,0 0% g 1010 S
. — ¢
~/ \ / 2y
~ /
/ - \\\ \ /
x-eksenine |l /1 SO
Y (6y, —Tx) P Kutup
Sekil 61, Gerilmeler i¢in Mohr dairesi ve genel kurallar
Burada: C1> 02
@' saat yonunde

. _ 2

bkz: F 30 12 2 5

Asal normal gerilmelerin yonleri:
bkz: F 36
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G2
o1
_ (P@x
O1 [7_»1
o2l ~ 1
/
2}
Burada: €1>8&

58 Gerilmeler ve Mohr dairesi
3.7.2.Esneméler icin Mohr daires
y/2
y-eksenine ||
\ X (&x, Yyx/2)
/
/ 2-eksenine |l
1-eksenine I /
N / /
L // o
\2
26,0 y S e 160
\/ oY
x-eksenine Il / (Pl h \\\\

Y (ey, —Yxyl2)

+

¢ saat yonunde

Sekil 62, Esnemeler i¢in Mohr dairesi ve genel kurallar

Asal esnemeler:

2
8X+8y+ 8x'8y
2 2

8L2 =
o tan 201 = —
Asal esnemelerin yond: ¢1
3.7.3. Ataletler momentleri icin Mohr dairesi
C
P Kutup n'(3y, Cy)
/// \?\\\(\pl y n'-eksenine ||
/ \ \\/
AL
/
Z(J;,0) / ap\l\_/ Z(Pl ~_Y(Jy,0) ]
/ / \
/ y eksenine I
z-eksenine |l
C'-eksenine ||

Buradas J,>J,

+

@ terssaat yonitnde

Sekil 63, Ataletler icin Mohr dairesi ve genel kurallar

Asal atalet momentleri:

Jyz=

F134

2
2
Fucte

Asal atalet momentlerinin yonu:

I+ e . =
2 2
2:C e
tan2(p1=—”c
Iy —Je

F 135
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4. Kesit cekirdegi

Kesit ¢ekirdeginin tanimlamasi:

Bilesik eksenel kuvvet "Ny" (kesite dik normal kuvvet, cekme veya basma) pargay1 kesit ¢ekirdegi
alaninin i¢inde etkiliyorsa, kesitin tamamindaki biitiin normal gerilmelerin "o," 6n isareti "Ny" in 6n
isaretinin ayni olur.

Kesit cekirdegi kesitin zorlanmasindan degil, kesitin geometrisinden olusur.

Bu tanimlamaya gore, eksenel kuvvet "Ny" in etki noktas1 A (ya,za) kesit ¢ekirdegi alaninin i¢ginde
ise notr ekseni daima kesitin disindadir. Etki noktasi A (ya,za) kesit ¢ekirdegi alaninin sinirinda ise
notr ekseni kesitin kenarlarindadir ve "oy = 0 " dir.

4.1. Navier' egoregenel gerilmeformali
Ana koordinat eksenlerineicin genel gerilme formali

Genel gerilme formiilii F 136 ile ile gortildiigl gibidir:

Nx My IVlz
Oy = + -Z— .
X A Jy Jz y F 136

Burada My ve M, degerlerini Ny ile yazarsak
formiiliimiiz F 137 ile goriilen hali alir:

Nx_|_Nx’ZA P Ny -Ya
AT, 3,

Ox = y F 137

ve formiil F 137 kisaltilirsa F 138 ile goriilen hali
alir:

GX=%' 1+T—'§‘-z+3i/—§~y F 138 My:NX-zA M, =-N, -ya
Yy Z
Burada: Sekil 64, Ana eksenlere gére momentler
Ox MPa  x-eksenindeki normal gerilme
Ny N x-eksenindeki normal kuvvet
A mm®  Tiim kesit alam
My Nmm  y-eksenine gore tim kesittekn moment
Jy mm*  y-eksenine gore kesitin atalet momenti
z mm Etki noktasinin z-eksenine gore koordinati
M, Nmm  z-eksenine gore tim kesittekn moment
J mm*  z-eksenine gore kesitin atalet momenti
y mm Etki noktasinin y-eksenine gore koordinati
Za mm Statik esdeger normal kuvvetin etki noktasinin z degeri
YA mm Statik esdeger normal kuvvetin etki noktasinin y degeri
Iy mm y-eksenine gore kesitin atalet radyusu
iz mm z-eksenine gore kesitin atalet radyusu
: . : M M
Statik esdeger normal kuvvetin etki koordinatlar:  y, = _WZ ;o Zp = Wy
Ana atalet radyuslar: iy = J_y : i%:‘]_y o Yz : |§:J_Z
A A A A
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60 Gerilmeler ve Mohr dairesi

Ana koordinat eksenlerineicin nétr ekseni
Burada oy =0 ise, formul n6tr ekseni formuludur, F 139 :

1+Z_A.Z_|_y_A.y:0
2 2

Cekirdek noktasinin koordinatlari
Notr ekseni noktasinin koordinatlari
indisine gore kesitin atal et radyusu

Ya, Zan mm
y, Z mm
i mm

Notr ekseni icin 6zel haller:

F 139

y-eksenine paralel notr ekseni z-eksenine parael notr ekseni
.. .2 )
y-ekseni ile _ 17 17
; . P(yP—iOOaO) yA:__:O P(yP,O) Ya=——"
kesisme noktasi: Yp Yp
7-ekseni ile i ig
kesisme noktast: Q0. z) A = _g Q(0,2q =) Zn = _g =0
Ortogonal ' ve & eksenler icin genel gerilme formul i
Navier' e gore genel gerilme formiilii F 140 ile goriildugii gibidir:
N Jo - C=Cpe-m’ I M=C-C
Ox =+ My S F 140
Iy Jg =Cg I Jg =Ce
Navier' e gore genel notr ekseni formal i
1, Jpn-Cyel | JoC-Cppon’
KH]A' | nCZ ¢ nCZ -0 E 141
Iy Jo = Che Iy Jo = Ch

MPa  x-eksenindeki normal gerilme
N x-eksenindeki normal kuvvet
mm Tum kesit alani

Nmm

N’ -eksenine goére tim kesitin momenti

mm ¢’ -eksenine gore kesitin atalet momenti

mm Kesit ¢ekirdeginin sinir (kenar) noktasinin koordinati

mm n ve C eksenlerine paralel ve O noktasinda kesisen n’ ve g’
eksenlerine gore deviasyon momenti

mm Kesit ¢ekirdeginin sinir (kenar) noktasinin koordinati

mm n’-eksenine gore kesitin atalet momenti

Nmm

¢’ -eksenine gore tUm kesitin momenti

mm Notr ekseni noktasinin koordinati,F 143
mm Notr ekseni noktasinin koordinati,F 142

Notr ekseni noktasinin koordinat:

Notr ekseni noktasinin koordinat:

M-
e
na N

M.
S
Ca N

F 142

F 143
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Yo lg® P Voo 1 e
. § . 1 Ma
, j?( My = Ny -Ci ) :[\.};mﬁ
"/ ‘M@C 7’4‘ ! N
| M= Ny /
| |
z/ l z LC'

Sekil 65, Ortogonal " ve £’ eksenlere gbre momentler

4.2. Kesit cekirdeginin konstriiksiyonu
4.2.1. Genelde Kkesit cekirdeginin konstriiksiyonu

Notr ekseninin (QP) yuvarlanmasiyla olusan kesit Sekil 66 ile goriilmektedir. F 58 da ox = 0 kabul
edilirse " notr ekseni” diye adlandiracagimiz dogru denklemi " n-n" bulunur. Bu dogruyu kesitin en
kiigiik konveks seklinde yuvarlarsak sxP = 0 ve sxQ = 0 denklemlerinden :

.2 2
Q .
YA = ) A=
n yp 2Q
y [T % \p bulunur.
AR NP "A" noktast normal kuvvetin etki ettigi nokta olarak kabul
\é / edilir. "A" noktalarinin olusturdugu alana "kesit ¢cekirdegi”
K ad1 verilir.

z Eger normal kuvvet "N" ¢ekirdegin iginden etkiliyse, ox

Sekil 66, Herhangi bir kesit lgﬁilg)r; Sl;:zlsgy:e;re grirel?.de normal kuvvetin "N" 6n isaretini
Cekirdegin uygulanmasi daha ¢ok ¢ekmeye zayif olan beton, duvar ve temel gibi yerlerde kullanilir.
Pratikte gerilme ve deformasyonlari bulmak i¢in bir siirii tablo ve programlar yapilmistir. Lineer
elastik olan bir cisimde F 48 ile agirlik merkezi, F 53 ile ana yon ¢4 bulunur. F 46 ve F 47 ile genel
gerilmeler ve deformasyonlarla kesitteki herhangi bir noktadaki gerilmelerin baglantis1 bulunur.

4.2.2.Dikdortgen kesit alaninda c¢ekirdek

0 A=b-h
7 ly=b-n%12 ; 1,=p*h/12
hi2 ¢ i}2,:h2/12 ; i%:b2/12
y P
AR 2
b
h2 S yp=—(b+h-tang)/2 YA =
| 6-(b+h-tane)
z h2

zqg=—(h+b-cote)/2

Z =
Sekil 67, Dikdortgen kesit A7 6-(h+Db-cotg)

A1 tanp=0 =0 - yA]_:b/6 ; ZA]_:O
Ay tanp=o0 ([):TC/Z d yA2:O ; ZA2=h/6
O<p<n/2  (2yp+b)-(2zg+h)=b-h
i3 i2 ig
4.- Y %2 _2.h.-Z 12.p. L
YA ZA YA Zp
4.i5-i5=2-N-i3-2p +2-b-i§ YA ... dogru

Kesit alaninin koseleri ¢ekirdegi sinirlarlar ve ¢ekirdek koselerini kesit alaninin kenarlari verir.
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4.2.3.Kesit cekirdeginin detayh konstriiksiyonu

Kesit ¢ekirdegi notr ekseninin (QP) yuvarlanmasiyla olusur.
Su tanimlamalar1 hi¢ unutmamamiz gerekir. N'a, C'a kesit cekirdegindeki noktalar,

1,  notr eksenindeki noktalardir.
Genelde kesit ¢ekirdeginin bilinmiyen noktast A (n'a ,
€'a) y1 bulmak i¢in nétr eksenleri n-n ile ana eksenler n'
ve (' nin kesit noktalart P (n'» , 0) ve Q (0, C'q)

¢
HE\\T% kullanilir. Kontriiksiyonu detayli yapmak istersek notr

ekseni formiiliinii (F 141) ele alip notr ekseni kesisme

/

- noktalarin1 P (n'p, 0) ve Q (0, C'q) bulmamiz gerekir.
/ NOtr ekseni formult F 141 ile P (n'p , C'p) degerlerini
A , yerlestirip hesabimizi yapalim. n'p nin degeri herhangi

Q bir degerdir, {'p nin degeri sifirdir (Sekil 68). Diger
taraftan Q (n'q , {'q) dan'q nun degeri sifirdir, 'q NUN

M ‘C' degeri herhangi bir degerdir.

Bu degerleri nétr ekseni formiiliine yerlestirip n'a , C'a

kesit ¢ekirdegindeki noktalar1 bulalim.

P(n's, C's) igin %+HA'J”' CACHE o BA AT

|
I
L
|

Sekil 68, Notr ekseni kesisme noktalari

b nc Cp=0
2 2
‘]n' ' JC' - Cn'C' ‘]n' ' JC' - Cn'C'

Vo d— C A Con
1+11A h—Ca ng_n.

€'p= 0 oldugundan A 5
Jn' "JC' - Cn'C'

p=0 buradanda:

Mady—CaCpe 1
2
Jy-Jdo=Che np-A
2
. . , Jy - Jp —Cre
Formil 1 M'a-dy = E'aCre :—% F 144
np
C oy o1 Mady—CaCyr | Cado—maCyr
Q.G igin = =ATE gy 2 AT g =0
Iy Jo=Cye Iy Jo = Cre
dei—n'a Coie
N'o = 0 oldugundan l+(;A 5 T]Az s C'g=0 buradanda:
Iy Jo = Crg
Cade—maChe 1
2 T
Iy Jo -G SQA
2
Jy - Jpr —Cre
Formiil 2 C'a-der—n'aChe S S L F 145
CoA
Boylece 2 bilinmiyen ve 2 denklemimiz olur. Buradan su esitlik yazilir:
_Z
—Copr I ' 1 .
{ G 5 ](“lAj:_. 5Q .(Jn--JC-—Cﬁ-C-) F 146
I Gyl \Ga) A|_ L
np

Eger notr ekseni dik acili ' ve £' eksenlere paralel ve kesitin agirlik merkezinden gegiyorsa, su 6zel
durumlar ortaya ¢ikar.
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a) n-n nétr ekseni n' eksenine paraleldir. Bu durumda:
Notr ekseninin i)' ekseni ile kesistigi noktanin koordinatlar1 P (n'p = £+ , 0) olarak kabul edilirse:

P(np=+0,0)icin F144ile — Nady —EaChe =0 F 147
NOtr ekseninin £’ ekseni ile kesistigi noktanin koordinatlar1 Q (0, £’ pg) Olarak kabul edilirse:
e Iy -Je _C721'C'
Q (0, g g)icin F 145 aynen alinir — Eade—MaChe = _C'—A F 145
o
Buradada iki denklem iki bilinmiyen oldugu i¢in bilinmeyenler hesaplanir:
o
F 147 ilel'a hesaplanirsa  C'p = né—n elde edilir. Bu degeri F 145 formiiliine yerlestirirsek:
n'c
' 2
Jpy I Jr = Cre
NAn Jo=M'aCye :_M
Che CQA
2
NIEN T Jy-Jp = Che
a1 g ~Cye |=- m C n'c
Chg GQA
2
A =— Iy Je -G ( Crg }
1 . 2
SQA Iy Jo =Gy
C..ir
na=—— e F 148
CQA
Hesaplanan F 148 degerini F 147 formiiliine yerlestirirsek {'a nin degerini buluruz (F 149).
- C‘TC' J—C'AChr =0
CIQA n n'¢
J
Cip=——1 F 149
CoA
n'a mm A noktasinin n' degeri
Cyc mm*  Deviasyon momenti
Co mm Q noktasiin ' degeri
A mm?  Tiim kesit alani
C'a mm A noktasinin ' degeri
NS mm*  n'-eksenine gore kesitin atalet momenti

b) n-n notr ekseni £ eksenine paraleldir. Bu durumda:
NOtr ekseninin n' ekseni ile kesistigi noktanin koordinatlar1 P (n'p, 0) olarak kabul edilirse:

P(n'p, 0) igin F 144 aynen alinir : . Jn' "JC‘ B C121'C'
N nA'Jn'—CA'Cn'C':_n-P—.A

NOtr ekseninin £’ ekseni ile kesistigi noktanin koordinatlar1 Q (0, £’ g=1o0) olarak kabul edilirse:

F 144

Q(0, ' o=t) igcin F 145 ile —»  Cadr—MaCyr=0 E 150

Buradada iki denklem iki bilinmiyen oldugu i¢in bilinmeyenler kolayca hesaplanir:
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1 .C e
F 150 ile {'a hesaplanirsa C'a = T]AJ—nQ elde edilir ve bunu F 144formiiliine yerlestirirsek:
c
1 2
' A Che I de -Gy
Mady————Cyp=-—""2———
I np-A
2 2
g, Cne | de=Cre
NA1In :
Je np-A
2
o =G
nA A
np \]n' JC - Cng
' JCI F 151
nA=——,
npA

Hesaplanan F 151 degerini F 150 formiiliine yerlestirirsek {'a nin degerini buluruz (F 152).

Cadpr+——-Cr=0
g n'p: A n¢
C 1~
N F 152
np-A
n'a mm A noktasinin n' degeri
J mm*  '-eksenine gore atalet momenti
n'p mm P noktasinin n' degeri
A mm?  Tiim kesit alani
C'a mm A noktasinin ' degeri

Cy,c ~mm*  Deviasyon moment
Kesit ¢cekirdegindeki bilgileri tekrar hatirlayalim:
Notr ekseni kesitin bir noktasina degiyorsa, ¢cekirdegin sinirt bir dogrudur.
Notr ekseni kesitin kenarina degiyorsa ¢ekirdegin sinir1 kosedir.

Kesit cekirdegi alistirma 6devininin detayli ¢oziimiinii 44 04 4 numarali dosyada gorecegiz.
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5. Mohr benzerligi (Mohr analojisi)

Mohr benzerligi diger deyimi ile "Mohr analojis” kompleks problemleri basit problemlere
indirgeyerek kolayca ¢6ziimii saglar.
5.1. Prensip ve gidis yolu

Sehimin w"z—% ve momentin M"=—-q diferansiyel denklemleri analogdurlar. Buda moment

M nin q ile hesaplanmasina benzer sekilde sehim w nin kesit degerleri ile aymi yap1 statigi
metodlariyla hesaplanabilecegini gosterir.

J

M"=—q © wW"'=

M
E.

Boylece gidis yolunu su sekilde yazabiliriz:
1. Bilinen kiriste kesit biiyiikliikleri M (ve V) yi bir zorlamaya (6rnegin:q ya) gore hesaplariz,
2. Analog kiriste momenti zorlayan yiik kabul ederiz,
3. w =M% analojisine gore hesab1 yapariz.

Tablo 2, Mohr benzerligi (analojisi) i¢in akis tablosu

Bilinen kiriste islem akist Analog kiriste islem akis1
M
:_M” :—:—W":
q 3 X
U] |
V=M V*¥=w'=0¢
| |
M M* =w
1 {
Tablo 3, Bilinen kiris ile analog kirisi karsilagtirma
Bilinen kirig Analog kirig
Hareketsiz w=0 Hareketsiz M* =0
# yatak w' =0 - yatak V*£0
Hareketli w=0 Hareketli M* =0
- D AN
-  yatak w' =0 —  yatak V*£0
Sabit w=0 M* =0
— yatak W =0 Bosta son V* =0
w =0 Sabit M* =0
Bosta son W =0 — yatak V* %0
Hareketliara w= 0 M* =0
o yatak W' =W'R Maisa *L=V*Rr
w= 0 Hareketliara M* =0
Mafsa W' #W'R T yatak V*L#V*g
E Elastik sahit w=0 Tek yuklt M* =0
Z baglanti W =c¢.Mp ¢t Ma bosta son V*=¢ . Ma
Elastik W=C.Mu c A Mometle zor- M* =¢;. Mg
iA yataklama w0 / lanan hareket- . _
i Siz yatak

Burada indis L = sol, R = sag ve ¢; = /R (m/N) olarak kabul edilir.
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5.2. Ornekle Mohr benzerligi
5.2.1.0rnek 1, Serbest ucta tek kuvvetle zorlanan portafo (cikma) Kiriste sehim

Bilinenler:
Q
A E.J Sekil 69 ile verilen sistemde E.J = sabit ve kuvvet
\ B Q ile kiris boyu L biliniyor.
L
Aranan:

Sekil 69, Portafo (¢ikma) kiriste sehim B noktasindaki sehim formiilii.
Cozim:
Simdiye kadar oOgrendiklerimize gore, analojide bilinen Kkiristeki maksimum moment yerinde

maksimum sehim olusur.Burda momenti analog kiriste zorlayan kuvvet kabul edip, bilinen kiristeki
maksimum moment yerinde analog kiriste momenti hesaplarsak, bu bilinen kiristeki sehime esittir.
7

‘\\\\\\J " - ‘\_HH\HNW\M

Sekil 69-01, Q nun sehiminin kalitatif ¢izimi Sekil 69-02, Q nun moment dagilim1

Tablo 3 ile verilen analojiye gore sistemimizi analog kiris olarak su sekilde gosteririz.

Bilinen kirig Analog kirig
\ 7
\ v
w=0 w=0 M* =0 M* =0
w'=0 w' %0 V* =0 V* 20

Analog kiriste bilinen kiristeki moment yayil yiik olarak alinir ve sabit yatak olarak kabul edilen B
tarafindaki moment = sehim hesaplanir.

@3)L

L

Sekil 69-05, Analog kiriste zorlama

Moment iliggeninin alani analog kiriste zorlama kuvvetidir. Ay =F; = % . q* % = TL
M Q-L 5 * 2L Q-L L
M=Q-L =——=——oldugundan wg=M =FkK;-— Ry=———
Q T=E17 & s B Y3 YT ET 4
Boylece Sekil 69-01 ile B ucundaki sehim "wg" su sekilde bulunur:
L L 2L 13
wg=Lb.L.2b wy= 2L

E-J 4 3
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5.2.2.0rnek 2, Sabit yayil yiikle zorlanan klasik Kiriste sehim

Bilinenler:
q
R T T T T Sekil 70 ile verilmis olan sabit yayili yiikle
A X zorlanan klasik kiriste q ve L bilinmektedir.
ste q

T — B

L Aranan:
z Maksimum sehim formal 0.

Sekil 70, Sabit yayil yiiklii klasik kiris
Cozim:
Analojide bilinen kiristeki maksimum moment yerinde maksimum sehim olusur.Burda momenti

analog kiriste zorlayan kuvvet kabul edip, bilinen kiristeki maksimum moment yerinde analog
kiriste momenti hesaplarsak, bu bilinen kiristeki sehime esittir.

L ﬂvmax/ ] + |qL78

Sekil 70-01, q nun sehiminin kalitatif ¢izimi Sekil 70-02, q dan olusan moment dagilimi

Tablo 3 ile verilen analojiye gore sistemimizi analog kiris olarak su sekilde gosteririz.

Bilinen kirig Analog kirig
4 D A 7
w=0 W =0 w=0 M* =0 M* =0 M* =0
w'=0 Wn=0 w'=0 V* =0 V* =0 V* =0
Analog kirigte zorlama
FP *
.
T il IR
A WA 0 * /
Fy P e |2
Sekil 70-05, Analog kiriste zorlama Sekil 70-06, Analog kiriste moment
Yarim paraboliin alani analog kiriste zorlama kuvveti Ap=Fp=F\ = % : q* %
2 2 3
Burada q*=£: at oldugundan Fp:FA:g'q Lot
E-J 8E-J 3 8 2 24-E-J
Maksimum moment maksimum sehime esittir:
3 4
L 3L 50 qg-L° 5L 5-g-L
w = F . — P :F —= - —_ W - T =
max (A 2 P 16) 16 24-E-J 16 X~ 384.E-J

44 04 _1_Gerilmeler+Mohr.doc www.guven-kutay.ch



68 Gerilmeler ve Mohr dairesi

5.2.3.0rnek 3, Mafsalh sistemde sehim

Bilinenler:
M
A B — C / Sekil 71 ile verilen sistem.
1 L | Arananlar:

Sekil 71, Mafsalli sistemde sehim 1. Mafsal B de sehim we.

COozim:
A E C A m
_& W, - 2 C
\\\_/)L/ MMMMMWW
\ L \ L/2 | L | L2
Sekil 71-01, Sistemde sehimin kalitatif ¢izimi Sekil 71-02, Sistemde moment dagilimi
Tablo 3 ile verilen analojiye gore sistemimizi analog kirig olarak su sekilde gosteririz.
w=0 wg# 0 w=0 M* =0 M* %0 M* =0
wW#0 Wi £Wg w=0 V*£0 VA £V V*=0
/T Q [ 7
L B Z L A
A = A B =
| L | L/2 1 L 1 L/2
Sekil 71-03, Bilinen sistem Sekil 71-04, Analog sistem

Analog kirigte zorlama

Sekil 71-05, Analog kiriste zorlama ve moment

* *

M q-L M-L q-L M- L
E.J oL =R =" =2 E UR=FR="7 =5 E
2L L 2 1 1
SMg =0 FA-L-F - s = Fa=F -S4Fs-“=>.(2F +

B A R 3 R 3 A =R 3 R 3°3 (2R +FR)

1(M-L M-L) 9-M-L 3M-L

3\ E-J 8E-J) 24-E.J 8.E-J

2L

WBZMBZFA-L—FL'?
Maksimum moment maksimum sehime esittir:
_(3-M-L.L M-L 2|_j_3-|v|-|_2 M-L2 M2

Wp = _ == _
B7l 8 E-J 2.E-J 3) B8E-J 3E-J
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6. Konu Indeksi
A Kayma gerilmesi akimi........ccccceevviveeciiencieeniiesieeeen. 47

KArTS tEOTIST uvveeeiiiieeeeieee e e 27
Asal atalet momentleri......coeveveeeeeeveeceeeceeeeee, 32,58 Kirigin diferansiyel denklemi..............ccccevevrienneennnnnen. 34
Asal atalet momentlerinin yonu...........ccocevceeeneene 32,58 KUutup NOKLAST...cveeeeiiieeieieiee e 6
Asal ESNEMELEN ... 58 M
Asal esnemelerin yonU........ccceevevvnieieseseeseeseeseeens 58
ASAl GENIME....cceecece e 7 Maksimum kayma gerilmesSi........ccccevevevvneneseneennnn 19
Asal normal gerilmeler ... 19,57 Matrisle yazilig $ekli........ccovveriieriieciinienierieeeeee, 11
Asal normal gerilmelerin yonleri............coceeeee 16, 57 MoOhr @Nal0iSi .......coeeeiieieie e 65
Atalet momentleri.......ccccveieeieiie e 30 Mohr benzerliGi........ccveevereerieriieiieieeie e 65
B MOBF daAITESI ...t 17,18

Mohr dairesi kutup noktast P .......c..ccceceevininininne. 22
Bir boyutlu gerilme........ccccovveveeveneie e 5 Mohr dairesi merkezi M.........cccoovveeneneccncnieenn 21,25
Bir eksenli gerilme.........ccooooiiiiiiiiinceeee e 56 Mohr dairesi yarigapt R ........cccceeviveniiinieeinene, 22,25
Bisquit fOrmUIU.......ccoevveeeeiieeeecee e 38 Mohr dairesinin KonstriokSiyonu ...........ccoeeeeeneneeeenn 21
2T | S 47 Mohr dairesinin merkez koordinatlart....................... 18
Bredt formull ......cveeeeeeeeeeeeeee e 47 Mohr dairesinin radyus boyu ..........ccccoeevvvieveneneennn 19
c Mohr'un gerilmeler dairesi.........ccoeeveverenivieceneennn 17
Capraz KUVVEL .........cccvveeeeeeese e 38 N

Normal gerilmelerin genel formuli ..........ccocereeennen. 32
D NOE EKSEN ...t e 60
Daire FOMUIU.......ccererireeee e 17 o
DEVIBLOT ..o s 13
DUZIEM GEMIME ..ot 7 Oktaeder kayma gerilmesi .........ccocevenevencneneneenns 14
DUZIEeM gerilMEIENT ....cvveeeivieeeeceeee e 5 Oktaeder normal gerilme .........coeeerereeneneieseseee 13
E On isaret KUralina............ocovoveeeeeeeieieeeeeeeeeeeeeean 20
Egik kesitteki gerilmeler..........cccvevveeeiiiencieeniienieeee, 6 S
EZIMe GIZEIST c.veeveenieieiiiie e 33 Sekil degistirme i$1......covverveeriieiienienieneenieeeeene. 42,43
Elementer KUVVEL.........coceeveeeeeeee e 11 Sembolle yazilig $ekli ......ccoevvieiiiieniiiieiecieeeen, 11
ESNEIME ..o e 49 SEVENAN.....ooeciccre e 47
Etkin kayma alani .............cccccoeeeieveeeieneeeenenn 27,42 Statik MOMENt ..o 39
G Statik Sinir Kosullar.........ccccoceiieieecieiiiieeiiecieeeies 11
Gerilmeler tenSOril ........eeeeeeeiieee e 11 T

TENSON ettt e e e 11
H Torsiyon atalet momenti Jp ......ccooeverenenenenenieeeenns 47
Hacim gerilmeleri .....c.coeeecvcrereeeeeeece e, 5 TOrsiyon MErkezi .......ccovvviicicinniicce s 46
Homojen linger denklem..........c.ccoovcucvereieeeeceecvevnen, 11 TOrsiyon SAbItES ........cceiverierenieee e 49
I U
ideal eylemsizlik MOMENLICT e eneeee e, 32 UQ eksenli gerl TN e e 5
Tki boyutlu gerilme ..........coovvvvevmrreviirnnriicneinns 8 v
Iki eksenli gerilme ..........ccccevoievieniinieiiniieieee, 58
Indisle yazilis SeKli .....o.ovveveveeeeeeeeieeeeeeeeee e, 11 Yagmur suyu kurall.......ccccooeevieniieniiieniieie e 39
K z
Karakteristik denklem.........cccocovveiniincinincee 11 ZINCIT KUrall c..oovevviniiniiiciiiciiccsc e 51
[ Y/ TS 27,28, 29, 34, 37, 56
Kayma a1ST ...ceveeviiieiiiiiieeieeee e 50
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